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Vorwort 



Dieser Uiii\'' 'rsit;it.s<lruck entlmlt den Stoff <:Ier VorleMing Analytische Geo- 
metrie und Liucarp Algebra I (ACJLA I). die idi im WS 1999/200(1 an der 
Universität Gi"»ttinf^«"ri gehalten habe. Es werden hiiT gegenülier dem V'or- 
leöuugjjiuaiiuakript einige Umstellungen mid Veränderungen vorgenünimeu, 
die sich auch daraus ergeben, dass das Wintersemester nun zwei Wodien 
kürzer und dafür das Sommersemester zwd Wodien läng» ab damals ist. 

Im Winli>rs*'i!if'ster 2ÜÜ5/0G starte ich einen neuen Lehrveranstalt ungsszy- 
klus V)t'giniifn<l mit der Vorlesung AGLA I und den zugehörigen I hungen. 
Der neue Zykluö ist im Rahmen einer umfatöendeu Studienrefurm an der 
Univosität Götting^n zu sehen. Das beinhaltet auch eine Reform der Ldire, 
die ihren Schwerpunkt in dem Lernerfolg bei den Studierendoi sieht. 

Z\uii AG'L.4-/?e/<)rmpro;e]cf Oo/dj gelifh-t eine elektronisrhe Präsentation 
des Lernsliiils in den Vi »rlcsungsst im diu. Dabei dient dieser Universitiils- 
druck als Begleittexi /um Vor- mid Nacharbeiten. Wesenthches Reform- 
element ist die Restrukturierung des Obungsbetriebes. Es wird ein Aufgar 
benpool bereitgestellt mit versdiiedenen Auügabentypen wie Anwendungs-f 
Test-, Rechen- und Beweisaufgaben, von denen sich die Studierenden auf 
elektionisciu rn Wege Aufgal)en aussuchen, um so einen Lernerfolg auch 
durch die i\h'tliode "learning by doing" erzicl^-n zu können. Falls intensive 
Lösungsversuche nicht erfolgi-eich sind, kömien Hinweise abgerufen werden 
und sdiließlich auch Lösimgen. 

Danken möclit vli -n !i ser Stelle den Studierenden und der Assistentin 
Charlotte Wahl, die au il<'m ACLA Kurs 1999/2000 mit hiteresse. vielen 
Fragen und Diskussions])eiträgen teilgenommen haljen, dem uissenschaft- 
lichen Mitarbeiter Stefan Wiedmann, der 2000 aus dem handgeschriebe- 
nen Manuskript eine schöne li^Q^- Version erstellt hat, dem wissensdiaft* 
liehen Mitarbeiter Ben Müller, der die elektronische Präsentation vorberei- 
tet und den Aufgabenpool erarbeitet, dem Ministerium für Wissenschaft 
und Kultur des Landes Niedersachsen für die Unterstützung lies ACII.A- 
Refurm]iri jcktcs im Rahmen von ELAN (E-Lcaruing Acadcniic Network) 
sowie drin IvtjUcgcn Detlev Buchholz von der 1-akultät für Fliysik, der etli- 
che inhaltliche Tipps für diesen Univrasitätsdruck gegeben hat. 



September 2005 Ina Kersten 
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Schreibweisen und Bezeichnungen 

Abkürzende Schreibweisen 

.1 ist ( leünitionsgeiuäß gleich B 
t;s gibt 
für alle 
folgt 

genau dann, wenn 

ohne 

Ende des Beweises 

Aiizalll der Eleliieiite einer Meuge AI 
m ist Element der Meuge M 
M ist Teilmenge von N (d.h. m € M =^ m € iV) 
a ist kidner oder gleich 6 
a ist kleiner als 6 

Stcuidardbezeichuungeu 

Isl := {1, 2, 3, ... } Menge der natüriichen Zahlen 

Z ■- {0. ±1. ±2. ±. . . . ) Meiioe der ganzen Zahlen 

Q Menge der vationalni Zahlen 

R Menge der reellen Zalilen 

C Menge der komplexen Zahlen 

0 Leere Menge (besitzt kein Element) 

K bezeichne einen beUebigen Körper (sofern nichts anderes gesagt wird) 
Das griechische Alphabet 

A « Alpha, B 3 VyA-A. Y 7 Gamma, A 5 Delta. E £ Epsil.m. Z C Z.-ta, H 
Eta, (-) 0 Th.Ma. 1 / .Ji)fa. K k Kappa. A A Lainbda. M // Mv. .\ Nv. H t 
Xi. 0 o ()niikn>n, 0 ~ V\. P q HI10, Y. a Sigma, T r Tau, T v Ypsilon, ^ 
rhi, X X Chi, * ^' Pöi, il Omega 



A:= H 
3 
V 



□ 

|A/| 

m € M 

MC 
a ^ 6 
a< 6 
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Voraussetzungen 



Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von be- 
stimmten, wohlimterschiedenen Objekten miserer Anscfaaumig 

oder unseres Donkons zn oinom Caii/' n 

Die wohluntersrhipdpnen Ohickrc In Ük-n Elrmentc der Menge. 
G. Cantor: Beiträge zur Begründung der Mengenlehre 1895 

Für ein Element in einer Menge M schreiben wir m € A/. znni Beispiel 
\/2 € R. \vol)(>i R dit> Menp;e der rerllon Zahk>n besseichnet und \/2 diejenige 
positive reelle Zalil, deren Quadrat gleich 2 ist. 

Beispiele für verschiedene Schreibweisen von Mengen 

• {1,2,3,4,5, . . .} — IM, Menge der uatüiUcheii Zalileu 

• {as^ I a; € N} = {1, 4, 9, 16, 25, . . .}, Menge der Quadratzahlen in M 

• {n € N I n ist einstellige Primzaljl | {2, 3, 5, 7} 

• {.r e R I I 1 - 11} = 0. kvre Menge, (ki die Gieicliuiig A'- | i = ü 
keine Lösung in R liat (vgk Absehnitt 1.1). 

Die reellen Zahlen werden hior als bekannt vorausgesetzt. Ciixjnietrisch ge- 
sehen sind die reellen Zahlen genau die Punkte der Zalilengeraden. 




Abbildung 1: R = (i-dimensionaler Raum) 



Man kann in R addieren, subtrahieren. inulti])lizieren mid diucli jecU> Zahl 
7^ 0 dividieren. Die Menge R ist damit ein „ Körper" (vgl. Abschnitt L3). 
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1 Einige Grundbegriffe 



Wir betrachten geordnete Paare (i, y) von reellen Zahlen y € R. Hierbei 

bedeutet .. geordnet dass (r. y) = {r',y') genau dann gilt, wenn x = 
und y = yf' Diese Paare bilden den 2-dimensionalen reellen Raum 

r2 := {(x,y)\x,y€K} 

und können veranschaulicht werden als Piuikte in der Ebene: 





^{0} X R 




(0,y) 




(•f, y) 

— » 


i=(0,lj- 








h- 

(1.0) 


(ar,0) 



Rx {0} 



Abbildung 2: Die Ebene 



Allgemem defini^n wir das kartesische Prodvkt zweier Mengen A und B 
als 

Ax B:= {(o,6) \ aeA,beB} 

wiederum mit (a, fo) = (o'jf) genau dann, falls a = und 6 = f . Es ist 

also R- = R X R. 

Auch in R" kann mau addieren, multiplizieren luid dm"ch jede Zahl ^ 0 
dividieren, wie wir im Folgenden sehen werden. 



1 Einige Grundbegriffe 



Lernsiel. 

Fatigkeiten: Rechnen mit komplexen Zahlen und Lösen von linearen 

Gleichungssystemen mit 2 Unbekaiinteii. 

Kenntnisse ; R", Gerade, Ebene, Hyperebene, Körper, Gruppe 



1.1 Die komplexen Zahlen 

Wir suchen nach einem Bereich, in dem die Gleichmig + 1 = 0 lösbar 
ist. Da die Zahlengerade durch die reellen Zahlen besetzt ist, wdchen wir 
in die Ebene aus. 
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Wir definieren eine Addition und eine Multiplikation in wie folgt: 

(^) (j;,*/) • := (^^' - yy\^y' \ -^'u) 

Insbesondere gilt: 

(x,0) + (a/,0) = (a: + a;',0) 
(a;,0).(a/,0) = (a;a/,0) 

Man kami also die rt^^Ucn Zahlen R unter Erhalt von Addition und Multi- 
plikation mit R X {0} = {(a;, 0) I x € R} C R^ identifizierten. 
Setze: 



i:=(0,l) 



i2 = (-l,0) = -l 



Die Gleidiung + 1 = 0 hat also in R^ eine Läsung, wenn man R^ mit 
obiger Addition und Multiplikation versieht und R mit R x {0} identifiziert. 

Man sdu'eibt dami C ^-tatt R- luid nennt C den Körper der komplexen 
Zahlen. Anstatt {x, {/) € C schreiben wir auch 2; € C. Die komplexe Zahl i 
heißt imaginäTt Eivheii. 



Eigenschaften der komplexen Zalilt^n 

1. Es ist (./•. //) fl.O) -= (ar,j/), also ist (1,0) = 1 „neutrales Element" 

der Multiplikation. 

2. Es ist (x,i/) • {-^. = (1,0), falls (.r..v) ^ (0,0), d.h. jedes 
El^ent 0 ^ c ^ C besitzt bezüglich der Multiplikation («) ein inver- 
ses Element € C. 

3. Jedes Element 2 € C ISsst ^ch eindeutig schrdben als 

z = x-\-yi mit ar, e R 

d<ini : = (.r,;/) = f.r.O) 4- ((), ,/) - (.;■.()) 1 (;/,n) • (0.1) = .r 4 ///. 
Man sagt liierfür: „C ist ein 2-dimensionali 1 R-Vektorramn mit Baals 

{1,0"- 

Addition luid Multiplikation zweier komplexer Zahlen lassen sich nun 
auch schreiben als (beachte <^ = — 1) 

Ä + z'- (.r I ///■) \ {.r I ///) = .V I v' \ {fi f 

z^' = {x \ yi) ■ {x' I y'i) = xx - yy h {xy \ x y)i 

Mit Hilfe dieser Gleichun^n lassen dch die folgenden Eigenschaften 
einfach nachrechnen: 
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1 Einige Grundbegriffe 



4. zt} = T^z (Kommutativität) 

5. z{z'z") = {zz!)z!' (Assoziati\ität) 

6. zi^z' -H y ) = zs! + zg!' (Distributivität) 

Betrag einer Icomplexeu Zalil 

Ist £ r ! \}\ mit s. y € R, so nennen wir Z'.= x — yi die zu z konjugiert 
komplexe Zahl. Es gilt: 

sc = (a; + - yt) ^ x' + y- 

Dies ist genau das Quadrat des „euklidischen Abstands** des Punktes (x,y) 
zum Ursprung. Wir definieren deshalb den Betrag einer komplexen Zahl 

\z\ := v j - + y- ^ 



y 


x + yi= z 






X 



Abbildung 3: Die Zahl \z\ ist der Abstand von Nullpunkt 



Mit Hilft' lies Bi>tra<^<\s liLsst sic h das luverse einer komplexen Zahl z ^ 0 
einfach hestininicn: z ■ = 1, ahso z~^ = j^r. 

In der eindeutigen Darstellimg z = x + yi mit x, y € R heißt 9i(2) := x 
ReaUeil und Q{z) := y Imaginärteü von z. 

Beispitl. 

Man sti Ui ; = in der Form - = x + yi mit x,y €U dax. Benutze dabd 
die Glddiungeu (a - b){a + 6) = — 6^ und = —1. Dann ist 

_ 2 + 3/ 1 I 2/ _ 2 + 7/ - 6 _ 4 7 . 
^~ l-2i 1 + 2« ~ 1 + 4 ~ ~5 5' 
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1.2 Der n-dimensionale Raum R" 

Der n-dimensionale Raum R" besteht aus der Gesamtheit von geordneten n- 
Jhipeln reeller Zahlen, also R*^ := {{xi^ . . . , x») | Xfc € R für Ar = 1, . . . , n}. 
„Geordnet** bedeutet dabei, dass (xi, — .r„) = (x|,...,a4) genau dann 

gilt, wenn .7-1 = ;r', ;r„ = x'„ ist. Dir Illeniente des R" lassen sidi 

addieren und mit einem SkiUar A € IR multiplizieren: 

{xu . . . ,a?n) + {^1 + • • • »«n + a^) 

A • {xi, . . . := {Xxi,. . . , Aa?n) 

Man kiuiii zeigen, das« es für n > 2 keine zu (*) in 1.1 analoge Multiplika- 
tion (xi, . . . , Xn) ■ (xj, . . . , x^) gibt, die alle Axiome eines „Körpers'* erfüllt 
(vgl. 1.4 für den Begriff des Körpers). 

Es ist IR" ein ..n-dimrnsionaler R-Voktorraum". Die „Standardbasis" besteht 
aus den Vektoren: (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, ... , 0, 1). 

Geraden in der Ebene 

Eine Gc'iail«' in }?- ist ^i-gebeu als Lr)suiie;sniense einer ..linearen Gleielmng 
in zwei Unliekunnten". Genauer delinieren wir: Eine Teilmenge L von iR^ 
heilit Gerade, wenn es a,h,c G IR mit (a, 6) ^ (0,0) so gibt, dass L = 
{{x, y) gR'^ \ax + by= c} gilt. 

Beispiel. 

Gegeben seien zwei Geraden im R" durdi Ax — y = 3 und x + y = 2. 




Abbildimg 4: Sdmittpimkt der beiden Geraden 
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1 Einige Grundbegriffe 



Wie beredmet man den Sdmittpnnkt? Man hat das Glddiungssystem 

4a' — y — i 
x + 2/ = 2 

zu lösm. Als gemeinsame Lösung der beidoi Gldchungen ergibt sich a; = 1, 
y = 1, d.h. der Schnittpunkt ist (1« 1). 

Ebenen im 3-dimensionalen Raum 

Eine Teihnenge E von heifit Ebenem wenn es 01,02,03,6 € R gibt mit 
(01,02,03) ^ (0,0,0) derart, dass gilt: 

^ = {(xi,X2iXs) € I aixi + 02X2 + osafs = b} 

Hyperebeneii im /i-dimensioualen Raum 
Allgemein definiert man Hyperebenen in R" durch 

E - {{xi,. . .,Xn) e R" I aixi -\ h a„x„ = 6} 

mit (ai, — <i„ ) -i (0, ... 0). Eine Hyperebene in R^ ist dann ein Punkt und 
m R2 eine Gerade!! 

1.3 Lineare Gleichungssysteme in zwei Unbekannten 

Wir betrachten zwei Geraden in R^ 

^1 = {(aJ.y) e R^ I aa; + 6y = e} und L2 = {(x.y) € R^ | ex + dj/ = /} 




Abbildung 5: Zwei Gnaden in R^ 
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Wie im Beispiel in 1.2 ist das Gleidiungssystem 

(1) aa; + öy=e 

(2) cx + dy=f 

wol^iM {(t.b) (0,0) luul (f.-, rf) (0.0) sind, zu lösen. 
Multiplizieren wir (1) mit d und (2) mit —6 sowie (1) mit — c imd (2) mit 
so erhalten wir: 



adx -f hdy de 
—hex — bdy — —bf 

Addition ergibt 



(ad - bc)x = de — bf 



sowie 



sowie 



—acx — bcy — —ce 
acx + ady — af 



{ad — bc)y = af — ce 



Wir betrachten die Gleichungssystem (1), (2) gehörige „Determinante" 

D :=det ^ :=ad—bc 

luid unterscheiden zwischen den folgenden drei Fällen 
FaU I) D f 0. 

Dann hat das Gleichungsayslciu genau eine Lösung (den Sclmittpmikt 
der Geraden): 



X — 



de-bf 

D ' 



y = 



af 



ce 



D 



FaU 11) D (I und af - et / Ü oder dt - bf / 0. 

Dann liat das ( Ileichungsäysteui keine Lr)sung, und die bäden Gera- 
den / 1- / _ sind ]mrallel, wobei Li ^ !.■>. 

Fall III) l> II und af - ce = dt - bf = 0. 

Ist u f- Ü, so ist c 7^ 0, denn wäre c = 0, so wäre wegen D — ad~bc — ü 
auch (2 = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung (c, d) 7^ (0, 0). Durch 
Multiplikation mit | geht die Gleichung (2) über in 

ca cb ce 
—x+—y= — , 
a a a 

tmd das ist Gleidiung (1), da ad = ob imd af = ce güt. Es ist also 
Li = L2- 

Ist b ^ 0, so ist d ^ 0, denn wäre d = 0 , so wäre wegen D = ad—bc = 

0 auch c — 0 im Widerspruch zvn- Voi aussetzimg (c. d) / (0,0). Diu^ch 
Multii)likati()n mit ^ geht die Gleichung (2) in die Gleichung (1) über. 
Es ist also wiedenuu Li — L2. 
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1 Einige Grundbegriffe 



1.4 Körper 

Wir führen zunächst den Begriff einer Abbildung ein. Eine Abbilduny einer 
Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift /, die jedem Element m € M 
genau El«nent /(m) € N zuordnet. Schreibweise: 

f:M—^ N, m ^ f{m) 

Definition. 

Ein Körper K ist eine Menge, auf der eine Addition 

-\-:KxK—*K, {a,b)*-^a + b 
und eine MrilHpUkation 

■ : K X K ■ i\. (a. b) I f ab 

gegeben sind derart, dass folgende Regeln gelten: 

(AI) {a + b) + c= a + {b+c) für alle a, 6, c € /iC (AssoaaUvgesetz) 

( A2) Es gibt ein Element 0 ^ K so, dass 0 + a = a für alle a € A' gilt 

(A3) Zu jedem a € K gibt e^ ein Element —a € A' mit (— a) + a — 0 

(A4) a + b= b + afär alle a^b^ K (Kommtttativgesetz) 

(Ml) {ab)c = a{bc) für alle a, 6, c € (Assoziativgesetz) 

(M2) 'Aibt ein Element 1 e A' mit la = a für alle a 6 A' und 1 7^ 0 

(M3) Zu jedem a € A , a ^ 0, gibt es ein Element € A' mit a~^a = 1 

(M4) ab=bafar alle a, 6 e IT (Kommutativgesetz) 

(D) (o + 6)c = ac + 6c für alle a, 6, c € A (Dtstributivgesttz) 

Beispiele. 

• Q, IR, C sind Körper 

• Sei /!: = {0,1}. Setze 

0+0=0 0+1=1+0=1 

1 + 1 = 0 1. 0 = 0. 1 = 0. 0 = 0 11 = 1 

Dann ist A' ein Körper. 

• Die Menge Z der ganzen Zahlen ist kein Körper, da (M3) nicht gilt, 
zmn Beispiel ist \ - 5 ' f Z. Die Axi^aiic (AI) (A4) sind in Z 
alle erlullt, Z ist bezüglich der Addition eme „Gruppe"'. 
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1.5 Gruppen 

Eine Gruppe ist eine Menge, auf der nur eine Verknüpfung defini^t ist. 
Das kann z.B. eine Addition oder Multiplikation oder die Hintereinander- 
ausführung von Dr^ungen einer Ebene um einen festen Punkt sein. Wir 
benutzen daher ein neues Zeichen o für die Verknüpfung in einer Gruppe. 

D^inition. 

Eine Menge G heifit Gruppe, falls auf G eine Verknüpfung 

o : C X a — *G, (a, b) > — * ao h 
definiert ist derart, dass die folgenden Regeln gelten: 

(Gl ) {(/ o 6) o c = a o (6 o c) für alle o, 6, c € C7 (Assoziativgesetz) 

(G2) Es gibt ein nriifrnirs Elenimf r G G so, dasö eoa = o für alle aG G 
gilt. Man nennt e auch Unksneutral. 

(G3) Zu jedem a e G gibt es ein inverses Element € G so, dass 
o a = e gilt. Man nennt auch Linksinverses zu a. 

Gilt in einer Gruppe zusStzUch ao6=6oafQr alle a, 6 € G, so heißt G 

ahclsrh orler kommniativ. Eine Abbildung / : G — » G' einer Gruppe G 
mit Verknüpfung oq in eine Gruppe G' mit Verknüpfung 0^5/ heißt Homo- 
morphismus^ wenn /(a oq b) = /(a) oqi /(6) für alle a, 6 E G gilt. 

Beispiele. 

• Jeder K^h per ist bivüglieh Ackiition eine abelsche Gruppe. Neutrales 

Element ist 0. und —n ist invers zn n. 

• Ist A' ein Körper, so i.st A ' := A' \ {U} = {a £ K \ a ^ 0} bezüglich 
Multi]ilikation eine abelsche Grni)i>e mit neutralem Element 1. 

Wir komnieu nun zu einem ersten matliematisehen Bi wi is. Wir zi ifvii. dfiss 
in einer Ciruiij)»- (j jedes neutrale Element auch m liisiu uii<d ist und dass 
alle zu a e G invei-seu Elemente auch Rechtsinverse zu a sind. Dai'aus ergibt 
sidi dann, dass es überhaupt nur ein neutrales Element in einer Gruppe gibt 
und dass auch das inverse Element eindeutig bestinunt ist. 

Satz. 

Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gelten: 

1. a o a~ ' = e und ao e — a für alle a € G 

2. Es gibt genau ein e € G mit ec ,1 n \/a e G . und zu jedem a€ G 
gibt es genau ein inverses Element o ' mit a~^ oa = e 
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1 Einige Grundbegriffe 



Beweis. 1. Sei (a ^)~^ ein Inverses von o ^. Dann folgt 

aoa~^ = eo(aott M — ((u h 'oa Mo(aoa^) 
(G2) ^ ^ (G3) ' ' ^ ' 

(Gll ' ^ ' (G3) ^ ' ^ ' 

(02) 
= e 

(03) 

Hieraus folgt a o e = a o (a~^ o a) = (a o a~^) oa=eoa=a 
und damit Teil 1. 

2. Seien e, € C mit eoa=a = e'oaVa€G, dann gilt 

c' = e o c' = c 
(G2) 1. 

Ist o o = a' o a = e, daim folgt 

a' = c o o' = (o~* o a) o o' = o (a o o') = 

(G2) (C3) (Gl) ^ 1. 



Lernerfelgstest . 

• Berechnen Si«^ (3 + ^(S — »), 

• Wainni ist die (;iiM< linn,c; .r^ = r für r < 0 nii ht in R lösbar? 

• lät jedeti liueaie Gleichungssystem mit 2 Unbekmiuteu lösbar? 
Welche geometrische Vorstellung verbinden Sie mit Ihrer Antwort? 

• Was kömien Sie über Geraden in IR' aussagen? 

• Wclrlio ( ;i<'irlniiin; <M fiillf omv TTypor<'b(M)<' in IR * ? 

• Konstruieren Sie eiiieu Kürp< r mit 3 Elementen. 

• Warum gilt in einer Gruppe (</ ' = a für jedes Element a und 
e~* = e für das neutrale Element? 

• Aulgaben 1-6, im Au^gabenpool Abschnitt L 



1.6 Übungsaufgaben 1 — 6 

Aufgabe 1. 

Man stdle die folgenden komplexe Zahlen in der Form a; + mit x^ y^^ 
dar: 



4-5t' i + 



1 v3 .\3 1 



AKALYTISCHB OKOMETKIIi UND LlNKAKK AUiülIHA 1, UNIVKHünAT UürriNucH 2006/3006 



Copyrighted matBrial 



1.6 Übungsau^abeu 1-6 21 



Angabe 2. 

Man zeichne die folgenden komplexen Zahl^ zuZ2t^3,s^ als Punkte der 
Ebene 

— ■> A 3 + i\/7 3 

51=1-V3/, *2 + , 23= , S4 = -2-^i 

4 2 

und beredine ihre Beträge. 
Au%abe 3. 

Man untersuche das Schnittverhalten der beiden Gnaden Li und , falls 

a) Li = { {x, y) € R- I Oj' + 3</ - lU }, I2 = { U - .V) € | 7a- - 2.y - 1 } 

b) Li = {(a:,y) € | 4x + 61/ = 8>, L2 = { (ar,j/) € | 5a; + = 10} 

c) Li = { € R2 I = Q], = {{x,y) e^'' \ x-yßy = 1} . 
Aufgabe 4. 

Mail löse das lineare Gleichuugssystein 
(3 + U)zi + (4 - li)z2 =22 + 9« 
(2 - 6i)Äi + (5 - 3t)a2 = 33 + 7i. 

(Gesucht sind zwei komplexe Zahlen z\ x\ -\- y\ i und ^2 = «2 + 1/2* mit 
3^1 > 2/1 1^2? 1/2 € R, welche die beiden Gleichungen erfüllen.) 

Au%abe 5. 

Man zeige, dass die Monge (? := R \ {— 1} bezügjÜch der durdi 

aoh:= a l // I ob 

für 0,6 G G definierten Verknüpfung eine Gruppe ist. Man löse in G die 

Gleichnng 5 o .r o 6 17 . 

üiiiw'eis. Um zu zeigen, dass G eine Gruppe ist, verifiziere man die vier 
Bedingungen: 

(GO) Sind a, 6 € G, so ist auch a o 6 € G . 

(Gl) Es ist (a o 6) o c ^ o o {h o c) für alle a,6, c € G' . 

(G2) Es j^il)t ein Elenient e ^ G so, dass f o a = a fiü- alle a € G '^Wi. 

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein Element €. G so, dass oa— e 

gilt. 

Aufgabe 6. 

Es sei CV eine nicht leere Menge mit einer Verknüi)hmg o : G x G ^ G. 
(a,6) 1-^ ao 6, die das .\ss0ziativge0etz (Gl) erfüllt. Man zeige, dass G 
genau dann eine Gruppe ist, wenn die Gleichungen box = a und yod = c 
Lösungen in G besitzen, wobei a, 5, c, d beliebige Elemente aus G sind. 



AnAUTMCME aBOMETlUB UND LiMBAKB ALQEBRA I, UMIVKKSirÄ'l GuniNUK» 2UU5/21HJ6 



Copyrlghted matBrial 



Vektorraumtheorie 



hx 1.2 haben wir sdion ein Beispiel eines Vektorraumes k«anengelemt, 
nämlich den f»-dimensionalen Raum IR**. Statt des Körpers R kann man 
aber auch Hnon hclicbigrn Körjior K zngnmdo logon und dann den n- 

dimensionali ii H.unn A " analog einfülir»>n. Srhließlich ahstrahicrt man auch 
davon und fiihrt cinon lu'licltiui'n /\ Vcklorraiini fin als Menge, die mit ei- 
ner Adeütiuu und einer SkularniultiplikLiliüU verbclieu ibt, wobei gewisse 
Regehl erfüllt sein müssen. Ein Vektorraum besteht dann nicht unbedingt 
aus ivlSipeln von Zahlen wie in 1.2« sondern kann z.B. aus „Funktionen** 
bestehen, was in Mathematik und Physik häufig vorkommt. 

2 Vektorräume 

Lernziel. 

Fertigkeiten : Rechnen mit Vektoren und elementare Beweistechniken 
Kenntnisse; Beispide für Vektorr&ume, Teilräume, Erzeug^idensys- 
tem, Summe und direkte Summe von Vektorräumen 

2.1 Definition und Rechenregeln 

Definition. 

Ein K -Vektorraum V ist eine abel&che Gruppe bezügüch eiuer Addition 

+ :V xV — ► V, (v, w) I — »• v + w^ 
und zusätzlich ist eme SkalannultrplikaUon 

KxV—^V, (A,t;)i— ►A« 
gegeben derart, dass die folgenden Regeln gelten: 
(SMl) (Xiä)v = A(iuu) für alle A,A* 6 A, v € 7 
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(SM2) Iv = V für alle V € V 

(Dl ) X{v I w) = Av + \w für alle A G A', r, w G 
(D2) (A + ti)v = Xv -\- fjtv für slie Xyfi e K,v e V 

Die Elemente eines IT- Vektorraumes nennen wir auch Vektoren. Statt K- 
Vektorraum sagen wir auch Vektormum Uber K. 

Rechenregelu in Vektorräumen 

Sei V ein /\- Vektorraum. Das neutrale Element Addition in V bezeich- 
nen wir mit ü und nennen diesen Vektor den Nullvektor, VTa schreiben —v 
für das Inverse von v. Nach 1.5, (G3) und Satz, folgen 



—v + v — 0 



und 



V + (-v) = 0 



für die V € V. Nach 1.5 g^lt femer 



0+v=v=v+0 VveV 



Es folgen die Regeln: 

1. Für das neutrale Element der Addition Q€ K iBtOv = 6 Vv € V 

2. X6=6 VAeÄ" 

3. (-l)v = -V Vv € K 

Beweis. 1. Es ist Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov. Addition von — Ov ergabt 
S= Qv. 

2. Es ist A^ = A(0 + 0) = AO + A^. Addition von - AO ergibt 6 = A^. 

3. Es ist 0«;= (-1 + 1)1;= {-l)i;+li;= (-l)i;+i;, also -v = (-l)t;. 

□ 

Geometrische Anschauung 

Sei V = R" und v = (xi, . . . , x„) € R". Dann ist 



und 



5=0i; = (0,...,0) 
-V = (-1)« = {-xi , . . . , -Xn) 



Für beliebiges A € IR ist Av = {Xxi, . . . , Xxn) 
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2 Vektorräume 




Abbild lUig ü; Beispiele füi* \v 



Ist Ii; = (xj, , . . »arj,)» so ist v — w = v + (— w) = (xi — ari, . . . ,a!n — «4) 
B6iiq>iel in R^: 

t>= (2,1), «;= (1,2) «; + io=(3,3) und v - tu = (1,-1) 



v + w 




v — W 



Abbildung 7: Diagonale des von v und w aufgespannten Paralldogramms 

ist w = Xv, SC) sind v und ir „linear al)hängig". Ist A<; + /iiü = Ü nur für 
A = = 0 möglich, so sind v uiid w „liiiear uiiabhäugig". 




linear imabhangig linear abhängig 



Abbildtmg 8: „linear unabhängig" tmd „linear abhängig** 
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2.2 Beispiele für Vektorräume 

1. {0} mit Cf + ^ = 5 und X6=6 V A e /iC ist ein Ä'-Vektoiraiim. 

2. R" ist ein R- Vektorraum (vgl. 1.2) 

3. Analog ist A " i. in yv -Voktorranm mit koinjjoiuMitcnwcn.siM- Addition 
und Skalarniultiplikation. Auch ist A = A'^ ein A-Vektonaum. 

4. Sei X eine nicht leere Menge, und sei V := {/ : X — »• K} die Menge 

aller Abbildungen von X mit Worten in K. 
Definiere für f,g &V und K 

(A.iaiti<.n) / + ^ : X — A, .r ^ /{./•) + g{x) 

(SkalarmulüplikaLiuaJ Xf : X — > K, x i — > Xf{x) 

Dann wird V dadurdi zu einem /C-Vdctorraum. 

Das neutrale Element der Addition ist die NttHabbüdung, die jedes 

Elouent aus X auf 0 abbildet, X — > K, x \ — ► 0 . 

Die zu / e V inverse Abbildung ist — / : X — * K, x i — > —f{^) • 

Dass V dn A*- Vektorraum ist, zeigt man duidi Rüdcfiihrung auf die 
entsprechenden Vektorraumeigenschaften von K. 

Wir nennen V = {f : X — ^ K} &nea Fkmktionenmum mit Werten 
in K und bezeichnen diesen Vektorraxun audi als 



Abb(X,A:) = {/:-Y— >A:} 



5. Ist allgemdner W ein If-Vektorraimi und 



Abb(X, W) := {/ : X — » W) 



so ist Abb(A, W ) analog wio oben ein A'-Vektorranni. Speziell nennen 
wir für A" = R" und W - R'" den Vektorraum {/ : K" — y R'"} den 
Raum der vektorweriigen Fkmk^onen in n Veränderlichen. 

6. IR ist ein Q-Vektorrainn. wie ans ilm Kövpeveigensehaften von R folgt. 
Ebenso ist C ein R- Vektorraum mid ein Q-Vekton aum. 

Allgemein gilt: Ist L ein Körper, der K ab „TBilkörper** enthält, so 
ist L ein if- Vektorraum. 
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2 Vektorräume 



2.3 Untervektorräume 
Definition. 

Sei V ein ÜT-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heifit Teürawn oder 
UrUervektormum von Vy wenn folgendes gilt: 

(UVl) U^0 

U enUüM mindestens ein Element 

(UV2) u,veU ^u + ve U 

U ist abgeschlossen gegen/über der AddiMon 

(UV3) >i ^ f uii.l A G K Xn G f ' 

U ist abytacldoötien bezüglich der SkalannulitpHkation 

Bemerkung. 

Ein Teilraum U von V ist selbst ein Ä'-Vektorraum 

Beweis. Wir müssen iiui- juiifen, dass 0 € U iiiul dass mit n £ U auc-h 
- u e U ist. Alle anderen Vektorraumaxiome sind dann erfüllt, da sie in V 

<i;elton. 

Nach ( l' \ 1) gibt es ein u G U und i-s \o\c^: 0 = 0« € U 

(UV3) 

Für beliebiges w € C/ gilt: —u = (—1)« G if □ 

(UV3) 

2.4 Beispiele und Gegenbeispiele 

1. • \U} iM rill X ilraiun von V, da U + Ü = U und AÜ = Ö V A e A' 

• l ist Teilramn von V 

2. • Sind UiyU2 Untervektorräume von V, dann ist auch 

Ui n U2 {t- e \veUiundve U2} 

ein Untervektorrauni von V. 

• Allgemein }j,ilt: I^t ./ eine be]iel)ige Indexmenge und sind Ujy 
j ^ J Untervektorräume von V, so ist auch 

U:^ f] Uj {y e F 1 1; € Uj Vj € J) 
3€J 

ein Untervektorraum von V. 

Beweis. Liegen «, v in allen Uj, so auch « + v und A«, da die Uj 
Untervektorräume sind. □ 
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3. Seien a, 6 € R und (a, b) ^ (0, 0). Dann ist 

U := {(a?,j/) e I ax- + % - 0} 
ein Untervektorraum. 

Beweis. (UVl) Es ist ^ = (0,0) € I/, da aO + iO = 0. Insbesondere 

(UV2) Seien (:e,y),(£',2/) E U, dann gUt 

o.r ^^ /)// = 0 
+ 6»/' = 0 

Addition ergibt: a{x + x') + b{y -(- j/^) = 0 und damit ist 

(x, j/) + (x', s/) = + a:', y + 1/) € 

(UV3) Seien (x,^/) € U mid A e A', dann gilt 

ax-\-by= 0 
Xax + A5y = 0 

und damit ist 

A(a:,y) = (Aar,Ay) € U 

□ 

4. Behauptung: ü := € | = 0} ist ein Untervektorraum 
von R^. 

Beweis. Für x, y € R \ 0 ist stets ar^ > 0 und y'* > 0, also wird die 
„nicht Uneare" Gleichung + = 0 in R^ nur von 0 = (0, 0) erfüllt. 
Es folgt U — {0} und somit ist U ein Untervdctoiraum von R2. □ 

5. Seien Ui, V2 Unterveittor räume von V, dann ist 

t^l U 1/2 := € V I ü € l/i oder v € C/2} 
im Allgemeinen kein Untervektorraum von V: 

Sei V = R2, 1^1 = {{x,y) I 2x + Sy = 0}, U-j, = {(x,y) | 5x + 3t/ = 0}. 
C^i, U2 sind Untervektorräume nadi 3.), abw C/i U C/2 nicht: 

Sei (x,y) = (3,-2) und (a/,!/) = (—3,5), dann ist (x,y) € I/i und 
(a?',y') € ü"2- Es ist (x,y) + (a'. y') - (0,3), aber (0,3) i Ui und 
(0.3) ^ U-, also ist (0,3) ^ h\ U t/a- Axiom (UV2) gilt nicht, und 
damit ist (/i U C/2 kein Untervektorraum. 
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2 Vektorräume 



6. S := {{Xyif) € I a:^ + 1^ ^ 1} ist kein Untervektorraum von IR^. 



Abbildung 9: Kein Untervektorraum 



Beweis. i«t u = i) e 6', da (J)^ + (i;)^ < 1, aber 2u ^ (1, 1) ^ 
5, da 1^ + 12 = 2 > 1. Die Regel (UV3) gilt also nicht. □ 

2.5 Der von einer Teilmenge aufgespannte Teilraum 

Sei V eiu A'-Vektüirauiu luid 6' C V eine beliebige Teilmenge von V. Daiui 
ist 

c /c-\ r\ TT /Durchisdinitt aller Tfeilräume, die S 

Span(5):= {] U = (^^j^^^^ 

U Teihauiii wivucuvcu 
von Vmit SCU 

ein Untervektorraum von V nach 2. in 2.4. Wir nennen Span(S) den von 

S erzeugten oder den von S aufgespannten Untervektorramn von V. Es ist 
Span(5) der kleinste Unterraum von K, der S enthalt („kleinste^ besüglich 

Definition. 

a) Seien vi, > . . , Vn € V und Ai, . . . , An € . Dann heiBt der Vektor 

V := Aivi H h AnUn 

aus V eine L«nearA;om6matton von vi, . . . , v„. 

b) Sei 5 c V eine beliebige Trilmenge. Ein Vektor v € V heißt Line- 
arkombmation von Vektoren aus S, falls es endlich viele Elemente 
Vi, . . . , i;„ € gibt so, dass v Linearkombination von vi, . . . , Vn ist. 

Satz. 

Seien V ein K-Vekfotmmn. S C V'' und Spau{S) der von < . .rügte Un- 
tervekformiim von V. Dann besieht Span(5) aus allen V € V, die Linear- 
kombinationen von Vektoren aus S sind. 
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Beweis. Sei 1/ := {v € V | v ist Linearkombinaticm von Vektoren aus S}. 
Zu zeigen: U = Span(5) 

C Sei V G U 

v—Xii'i + h XnVn mit Ai, . . . , An e Ä", üi, . . . , t7„ € 5 

ü liegt in jedeui Teilraum von V", der vi,...,Vn enthält 
V € Spaii(S) 

D Da (■ splbst ein Uutervektorraum von V ist, der 6' enthält, folgt U D 
Span(6'). 



Ist insbesondere 5 = {vi, . . . , v„} eine endlidie T^lmenge von so gilt 
Span(5) = {Aiüi + • + A„t;„ | Ai , . . . , A« € Ä'} c 



2.6 Erzeugeiidensysteme 

S(M V oiii /\-\\'ktorraum und S C V. Ist Span(iS') = K, so heißt 5 ein 

Erzciifjcndnisi/sfcm von V . 

Ist also S ein Erzeugendens>'stpin, dann gil)t ps /ii jcdcni v e V ein m e INI 
sowie Elemente üi, . . . , t',n G «^j Ai, . . . , A^ € A', mit v — Ait'i + • • ■ + A,;,r^ 
Wenn V eine endliche Teilmenge 6^ = {vi, . . . , t;„} als Erzeugendeusystem 
besitzt^ so heifit V endUch erzeugt. Es ist dann 



V = {Xivi + • • • + A„t;„ I Ai, . . . , A„ € ÜT} 

Zum Beispiel 

= {Ai(l,0) + A2(0, 1) I Ai, Aa e R} 



Beispiele. 

• Seien V = R^, Ui = {0} x R und U2 = Rx {0}. Dann sind Ui und U2 
Teilräume von 0?^, aber U-[UU2 ist kein Vektorraum» denn (1,0) € Uiy 
(0, 1) € U2 aber (1,0) + (0, 1) = (1, 1) ^ t/i U U2. 
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2 Vektorräume 



Ui = {0} X R 



0 



t/iä = R X {0} 



Abbildung 10: Ui U U2 ist kein Uutervektorraum 



Der vou S — b'i U U2 aulgespaiuite Teiliauux vou K" ist die Smmue 



1^1 + U2 := {«1 + «2 I tii € Ui,U2 € U2) 



Hier gilt zusätzlich noch Ui + Ü2 = fi^. 

Sei a.b e R mit « / ü./^ / ü, dann bilden t?i — {a,i)), V2 = (0,6) und 
Vi — (3,5) ein Er/eugendenüyistem von K^. 

Beweis. Sei v € beliebig. Nadi 1.2 ist v = (x,y) mit € R. Es 
folgt 

V = (a:, y) = ^(a, 0) + |(0, b) + 0(3, 5) 

mit Ai = |, A2 = t und A3 = Ü. □ 

Mau bieht insbesondere, dann — (3, 5) eulbeluiich ist. 

Bilden vi = (1, 1)^ V2 = (1, —1) ein Erzeugendensystem von 
Ansatz: 

ix,y} - Ai(l. 1) + A2(l, -1) - (Ai, Ai) + (Aa.-Aa) 
= (Ai + A2,Ai-A2) 



also 



^'+^=--'] A. = i±» und 

Ä, - Aj = y J 
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Die Vektorea (1,1) und (1«— 1) bilden also ein Ezzeug^idensystem, 
da 

(x,i/) = Ai(l,l) I Ao(l,-l) 
mit Ai = i$ii,A2 = ^ V(x,y)€lR2güt. 

Bilden vi = (—3,3), V2 = (1>~1^) Erzeugendensyst^ von ? 
Ansatz: 

ix,y) - Ai(-3.;i) + Aod. -1) - (-3Ai,3Ai) + (Az.-Az) 
= (-3Ai + A2,3Ai - A2) 

also 

— 3Ai + A2 = a; 

3Ai - A2 = y 

Dieses Clleiclmiigssystein ist aber nicht für alle {i,y) € R"^ lösbar, 
denn setze z.B. {x,y) — (0, 1), dann ist das System 



-3Ai + A2 = 0 
3Ai - A2 = 1 



3Ai - A2 = 0 
3Ai - A2 = 1 



nicht lübbai". Insbesondere ist t; = (0, 1) keine Lineaikunibinatiou von 
Vi und V2 . 

2.7 Summen von Vektorräumen 

Summen vun Teili-äumeu 

Sind t j../ € J (hi<lexnieni;;e) Teilrämue eines /v-Vektorraunies V, so heifit 
der von tier Ver(Mnignng i> — \Jj^j Uj erzeugte Teilraiun von V die Summe 
der Uj. Wir schreiben 



Mit Hilfe des Satzes in 2.5 folgt: 



Uj € Uj, Uj ^ 0 fiu- nur endlich viele j ^ J 
Speziell: Sind Ui^ U2 Teilräume von V, so ist 




Ui + U2 = {"1 I U2\ui e Ui, "2 £ ^2} 
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Satz. 

Seien V\, 1^2 Teihnnmr eines K -Vcktnrranmes V, und sei U = U1 + U2' 
Dann sind folgende Bedingungen äquivaient: 

1. Ist ui +U2 = 6 für «1 € J/i , U2 € C^2i dann istui=U2 = ^ 

2. Für jedes U ist die Darstellung u = ui + U2 eindeutig 

s. UinU2 = {0} 

Beweis. 1 =^ 2 Seien u = u\ + uo — u'i +«2 mit «i,tii € Ui, t/2, "2 € Uz 
zwei Darstdlungen von u. Zu zeigen: ui = Ui und U2 = «2- Da 

=^ Ui - + U2 — U2 = Ü 

«1 — u'i = Ö und U2 — 't^ = Ö 
ui = ii| und U2 = ^ 

2 =^ 3 Sei tt € I/i n I/2- Zu zeigen: u = S 

Esist ti = « + ?=^+« •^^•«=0 



3 1 Sei «1 + «2 = 0. Zu zeigen ui = U2 — 0 

Da «1 + «2 = ^ =^ «1 = —«2 € U2 =^ «1 € t/i n U2 

tti = ^ «2 = ^ 

□ 

Deüuitiüu. 

• Seien Ui, U2 IMlrärnne eines ÜT-Vektorraumes. Dann heifit die Sum- 
me Ui + U2 die (iriiicn') direkte Summe, von Ui imd f/o, falls eine 
der Bt <linp:ungen (und damit alle) aus obigem Satz erfüllt sind. Wir 
äclireibeu dauu: 

Ui®U2 
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• Seien V^i, beliebige Üf-Vektorräuine. Wir definieren die (äußere) 
direkte Summe aJs 

Vi © V2 := {{vi, Vi) I i'i € Fl, V2 € ^2} 
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation. 
Beispiel. 

Sei F = R2 und l/^i = {0} X (R und 1^2 = R X {0}. Dann ist R^ = Ui® U2 

die innere direkle SunniK'. da Ui H U2 = {0}. 

Sei Vi = K und V2 = K. Dann ist K- - K (R die äußere direkte Summe. 
Analog ist IR" = IR 0 - - IR eine äul3ere direkte Summe. 

^ V ' 

n-StUck 
L ernerfo Igst est . 

• Sei V ein Vektor in IR*. Sind v und — t; linear abhängig oder linear 
unabhängig? 

• Seien X, Y zwei nichtle^e Mengen. Ist die Menge {/ : X — » Y} 
aller Abbildungen von A' mit W(>rt(>ii in Y ein A'-Wktorraum? Fedls 
ja, wie sind Addition und Skiilannultiplikiition definiert? 

• Zeigen Sie, dann V :— {/ : A' — » A) mit der in 2.2.4 definierten 
Addition und Skalarmultiplikation ein Üf-Vektonaum ist. 

• Was ist der von Menge in 2.4.6. (vgl. AbUldtmg 9) auüBeq;>annte 

T 'iit iM\-<'k1 1 irrriMiii von ^' ? 

• Aulgaben 7 11, im Aulgabeupool Abschnitt 2. 

2.8 Übungsaufgaben 7 — 11 
Au%abe 7. 

Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Man zeige: 

a) Wenn für A e A' und v € V die Gleichung \v = 0 gilt, dann ist A = 0 

oder {' — Ü . 

b) Wenn für zwei Untrrvektorräniiio Ui . Uo von auch deren Vereinigung 
Ui U U2 ein Untervektorraum ist, dann gilt Ui C U2 oder U2QU1. 

Aufgabe 8. 

a) Man untersuche, für welche c € IR die Menge 

Uc := { (ari, X2, arg) 6 | «1 + «2 + «3 = c} 
ein Untervektorraum von R^ ist. 
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b) Sei V := { / : R — * IR } der R-Vektorraiim aller Abbildungen von R in R. 
Dabei seien / + j7 und A/ für /, € A € R gegeben durch 

/ + 5:R->R, jc«->/(a;) + (7(x), und A/ : R R, x i-» A/(a:) . 

Man prüfe, ob U :^ {/ eV [ J\x) = f{-x) V x € R) eiu Üutervektor- 
ranni von V ist. 

Aufgabe 9. 

Mau untersuche, welclie der folgeudeu vier Aieugeu Luterveklorräuiue vou 

R- smd: 

t/i = { (.r, y)^^-\y = -r- } 

U3 = {{x,y)e^^\y = 2x} 
Ü4 = {{x,y)€R^\xy^(i} 

Aufisabe 10. 

Man stelle den Vektor u; € R^ jeweils als Linearkombination der Vektoren 
«i»f2»«5 dar: 

a) tt; = (3,2,l), «i = (l,0,l), V2 = (7,3,l), t»s=(4,3,-l) 

b) „.= (-8.17,-14), t'i- (2,1,0), 1^2 =(3,0,5), ^3 = (-1,4, -1) . 
Aufgabe 11. 

Seieu O'i, . . . , Unter vektorräume eines A'-Vektonaums V. Daun ist auch 

U :=Ui-\ h i/n := {«1 H h «„ | «j- € I/j für allej = 1, . . . ,n} 

ein Untervektorrauni von V . Man bewei.se, da.s.s folgende drei Bedingiuigen 
äquivalent sind: 

(1) Ist ui H 1- w« = fi^ in £/, läo folgt Uj = Q für jedes j € {1, . . . , n} . 

(2) Für jedes u £ U ist die Darstdlung tt = tii + • • • | u„ mit Uj e Uj 
dndeutig. 

(8) Es ist Ui n (Ui+i + . . + ün) = {0} für jedes i e {1, . . . ,n - 1} . 

Man zeige dann anhand eines Ciegenbeispiels, dass die obigen Bedingungen 
fürn > 2 im allgemeinen nicht äquivalent sind zu {/i n • • • 0 (/"n = {0} . 

Bemerkung. 

Aufgabe 11 ist eine V^allg^einening des Satzes in 2.7 auf endlidi viele 
Teilräume U\y...yUn von V. 
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3 Basis und Dimension 

Lernziel. 

PMlagkeiten ; Lineare AbhSngigkeit testen, Konstruktion von Basen 
Kenntnisse: Beweimdee für die Existenz einer Basis und wie man zum 
Dimensionsbegriff kommt 

3.1 Lineare Unabhängigkeit 

Definition. 

Sei V ein A'-Vektorrauui. Daun beißen t'i, . • . , € V Itnear unabhängigy 
wenn aus 

stets folgt Ai = • • • = Xfn = ü. Auclernfallä heißen vi^...^Vm € V Imear 
abhängig. 

Eine Teilmenge 5 C V heifit Unear unabhängig^ wenn jede endliche Teilr 
menge von S aus linear unabhängigen Vektoren besteht. 

Beispiele. 

• ? ist linear abhängig, da 1 • U Ü . Ebenso ist jede Menge, die den 
Nullvektor enthält, linear abhängig. 

• Die bdd«i Vektoren vi = (-3,3), V2 = (1,-1) sind Unear abhängig 
in R^» denn vi + 3v2 = ^ . 

• V e \ \ r / 0 . ist linear unabhängig, da nach Aufgabe 7a aus Xu — Ö 
folgt, A - ü 

• Im Gegensatz dazu ist v linear abhängig von v, da Iv + (— l)v = ^ 

• 0 ist linear unabhängig 

• In sind die Vektoren 

Ci := (l.ü.0 0) 

62 (0,1,0,.. .,0) 

» 

en:=(0,0,...,0,l) 

linear unabhängig. 
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Abbildung 11: linear unabhängige Victoren 



3.2 Kriterium für lineare Abhängigkeit 
Satz. 

Sei m € N, rn > 1 . Dann sind für vi, . . . , € V die beiden folgenden 
Aussehen äquiimUnt: 

1. Vi , . . . , Vm sind linear abhängig 

2. Es gibt (mindestens) ein j mit 1 ^ j ^ /// so, dass vj Linearkombi- 
naiion der übrigen Vektoren vi, ... , itj-i, Vj^i, ... , v,n ist. 

Beweis. 1 =^ 2 Seien ri. . . . , r,„ linear abhängig. 

Dann gibt, es Ai , . . . , A„, G /\ so. dass Ai t'i -\ -|- Xm^m = 0 gilt und 

Xj ^ 0 für mindestens ein j. Es folgt 

Ai Aj_i Xj+i Ato 

= -T-vi ~ i— w r-""» 

Aj- Aj Aj 

2 =^ 1 Da die Definition 3.1 der lineai-en Unabhängigkeit nicht von der 
Reihenfolge der Vektoren abhängt, sei ohne Einschränkung j = 1. Es 

folgt »1 = AaV2 H h Amt>m und dalier 

Aivi — A2V2 — • . • — XmVm = 0 mit Xi = 1^0 

□ 

3.3 Deiinition einer Basiö und Beispiele 

Definition. 

Eine Teilmenge B CV heißt Basis eines Af-Vektorraumes V, falls gelten: 

(Bl) B ist linear unabhängig 

(B2) ß ist ein Erzeugeudeusystem von V 
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Beispiel. 

• 0 ist eine Basis von {0} 

• Es ist {ei, . . . , Cn} mit 

ci = (1,0,..., 0), 62 = (0,1,0,... ,0)....,e„ = (0,0,. ..,0,1) 

eine Basis von K^. Sie heißt die Standardbasis des K^. 

• B {(1, 1), (1. — 1)} i.st t iiK' l^H.sis Vi lli K'. (Icnii wie liereirs in 2.6 
gezeigt, ist B ein Eizeugeiidun.s> blcm von 1K~. Zu zeigen bleibt die 
lineare Unabhängigkeit. Sei also Ai, A2 € R mit 

(0,0) = Ai(l,l) + A2(l,-l) 
= (Ai + A2,Ai-A2) 



Es folgt 



Ai + A2 - 0 
Ai - A2 = 0 



1 



2A2 = 0 =^ A2 = 0 =^ Ai = 0 



Diese Rechnung hätten wir uns eigentlich sparen können, denn ein 
Erzeugondensystom mit 2 Elementen von ist stets eine Basis, wie 
wir in 3.11.3 seh^ werden. 



• Aus dem Beispiel in 2.6 wissen wir, dass B = {(-3, 3), (1,-1)} kein 
Erzeugendensystem und damit auch keine Basis des ist. Die Vekto- 
ren Vi und ro sind wegen vi f 3<'j ^ h ir aMiiingig. Dasnuiss audi 
so soin, dcm\ in ."^.ll .4 werden wir si^luni, druss zwei linear unabhängige 
Vektoren in IR^ stets eine Basis von IR' bilden. 



3.4 Eindeutigkeit der Basisdarstellung 
Satz. 

5et V ein endlich erzeugter K- VeHorraumt der eine Basis (vi, . . . , Vn) be- 
sitzt. Dann lässt sich jeder Vektor v € V eindeutig schreiben als Linear- 
kombination 

(♦) V = Xivi I i Artt',, mit Ai, . . . , A„ € K 
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Beweis. Da vi« ...,1;» ein Erzeugendensystcm von bilden^ gibt es Ele- 
mente Ai,.,.,A„ G K mit (' ^ Ai/'i H h A„r„. Sei r - \iiVx H VV-n^n 

mit /xi, . . . , /In € A' eine weitere Darstellung von v. Es folgt 

^= v - V = (Ai - /tii)vi + • • • + (A„ - Ih^Vn 

Da Vi, . . . , Vn auch linear unabhängig sind, folgt 

A, - //j = 0 Vj = 1, . . . , n 
also Aj- = Vj = 1, . . . , n. □ 

Besitzt ein Vektonaum V dne Basis B = (vi , . . . , t;„), dann können wir also 
jeden Vektor v € F eindeutig schreiben als Linearkombination (*). Insbe- 
sondere g^bt es also zu jedem w € K genau einen V< Ivi r i A„) e Ä"" 

mit V — Aifj + • ■ + A„r„. Wir nennen (Ai A,J den Koordiiiatejwtktor 

von (' l)t'zü,i;lich f?. Die Reihenfolge der VekUaeii r„ ist dahei fest 

gewählt. V\ ir spreclicn dann aucli von einer geordneten Basis und schreiben 
(t'i Vn ) statt {vi, . . . , Vn}. 

Beispiel. 

Sei V = IR-. Dann schreil)en wir »' e IR" als /• = ( r, //). also als Koordiua- 
tenvektor zur Standardbasib (ti,e2), denn {x,y) - x(l,ü) + i/(Ü, 1). 

3.5 Charakterisierende Eigenschaften einer Basis 

Deßiiition. 

Sei V ein /v'-Vektorrauni und B C V eine Teilmenge. 

• B heißt rtiniiiiKili s Erzrufjctidcnsi/slon . falls B ein Erzengendi'nsys- 
tem von V ist, alicv jede echte Teilmenge A ^ B kein Erzeugenden- 
system von V mehr i.st . 

• B heißt marimnle linear unabhängige Teilmenge, falls B linear un- 
abhängig ist. aber jede echte übermeuge C ^ 2;^ in V nicht mehr 
linear uuabliäugig ist. 

Satz. 

Für eine Teilmenge iß c V sind äquivalent 
L B ist eine Basis 

2. B ist ein minimales Erzeugendensystem 

3. B ist eine masämaU linear vnahhangige Teilmenge 
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Beweis. 1 =^ 2 Sei A Q ß und v £ B \ A. Da B linear nnal)hnngig ist» 
gil)t CS !iarli Satz 3.2 keine Linearkoniliination von /• mit Elementen 
aus {B \ {v}) D Insbesondere ist A kein Erzeugendensystem von V 

2 3 Ang^ommen, B wäre nicht Unear unabhängig, dann gäbe es nach 

Satz 3.2 ein v 6 5 derart, dass v Linearkombination von Vektoren aus 
ß\{tj} wäre und also ß\ {r} ein Erzen'^endensysteni wäre im Wider- 
spruch zur \ ot•;lll^M■t xun^i, 2. Also i^t linear unaMiäii^i.t;. Nach Satz 
3.2 ist ß auch maxuiial, da ß Er/eugendeiiäyüLem is>L und sidi damit 
jedes V ^ B als Linearkombination von Elementen aus B daistellen 



3 1 Sei ß eine maximale hiiear unabhängige Teihuenge. Zu zeigen: B 
ist ein Erzeugendensystem. 

Ist f € ß, dann ist v — Iv eüie Linearkijuibination. Sei also v ^ ö. 
Dann ist BU{v} nicht linear unabhängig nach Voraussetzung. Es gibt 
also Vi, . . . , Vm € S und A, Ai, . . . , Am 6 /if , nicht alle gleich Null, mit 

Xv + AiVi + • -I- XmVm - 0 

Es ist dabei A ^ 0, da sonst vi, . . . , Vm und damit auch B nicht linear 
unabhängig wären. Es folgt 



Ai Kn 



und damit ist v eine Linearkombinatiou von Elementen aus B. 

□ 



3.6 Ebdstenzsatz 

Lemma. 

Sei V cm K -Vektorraum und sei AI G S C V, wobei AJ linear unabhängig 
und S ein Erzettgendenaystem sei. Dann gibt es eine Basis ß von V mit 
MgBgS. 

Beweis. Wir suclieu unter allen Teilmengen X von V mit M C X C S eine 
maximal linear imabhängige. Diese ist nach 3.5 eine Basis. Wenn S endlich 
ist, gibt es also sicher eine Basis B von V mit M C B CV. Hat S unendlich 
viele Elemente, so ist nicht klar, ob es unter den obigen Mengen X eine ma- 
ximale gibt. Die Schwierigkeiten werden durcli ein Axiom der Mengenlehre 
behoben, das sogeiiamite Lemma von Zorn. (vgl. z. B. Algehra-\ orle«ung 
[11, 7.5]). Dies garantiert die Existenz einer Basis ß mit M C B C S. □ 
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Satz. 

Jeder VeidaTTaum hat eine Basis. 

Bewem. \\ äiile im Leimua AI — 0 uiid S — V. 



3.7 Basisergänzungssatz 
Satz. 

^et V ein K -Vektorraum, M eine Unear unabhät^ige Teilmenge und E ein 
Erzeugcndengystem von V. Dann lässt sich M durch Elemente aus E zu 
einer Basis von V ergänzen. 

Beweis. Weude Leiuiua 3.6 auf M und S = M U E aii. □ 



Beispiel. 

Mau finde eine Basis für den von 

wi = (1,0,1), V2 = (2,1,0), vs = (1,-1,3) 

orzongten Untervektorraum von und ^gänze diese zu ein^ Basis von 
R3. 

Zunächst wird nachg^rüft, ob die Vektoren vi , «2 , linear unabhängig 

sind: Der Ansatz (0,0,0) = Xyvi } Aot's I ^sv-s = (Ai,0, Ai) | {2A2, A2,0) + 
(A3, — A.i. 3A;}) = (Ai +2A2 + A3. A2 — A3. Ai + 3A3) führt zu den Gleiclmngen 
A2 = A3 xmd \i = —3 A3. Setzt man zum Bei.spifl A3 = 1 ein, so tblgt 



— 3vi + V2 + V3 = 0 , also sind vi , V2 > V3 linear abhängig. 



Wir machen den Ansatz (0,0,0) — fi\vi-\-fi2^ — (m1iO,/'i)+(2M2i/^2)0) — 
{fil + 2fi2,fi2it^i) und erhalten fi\ = ü = ^2« Also sind t;i,t;2 linear im- 
abhäni;!^ und bilden daher eine Basis des von vi,V2>V3 erzeugten Unter- 

vektoriciuni von IR"*. 

Nun muss (yi, f2) einer Baais von IR"^ ergänzt werden. Ein Kandidat für 
einen weiteren Basisvektor ist es = (0,0, 1). Sei ixi,X2,X3) G R* beliebig. 

Der Ansatz (xi , X2, ^3) = XiVi + A2V2 + ^363 = (Ai + 2A2, A2, Ai + A3) fiilirt 
zu A2 = a?2 1 Ai = a?i — 2x2 und A3 = 0:3 — a?i + 2x2. Es ist also B := 
{t'i. «'2. ein Erzeugendensystem von R^. Speziell fin xi = X2 = xs = Q 
folgt A2 — 0 — Ai — A3, also ist ß auch linear unabhängig und damit eine 
Basis von R"^. (In .3.11 werden wir feststellen, daäs jedes Erzeugendeusystem 
mit drei Elementen eine Basis von bildet.) 
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3.8 Austauschsatz 

Sei V eiii endlich erzeugter ÜT-Vektorraum. Nach 3.6 besitzt V dann dne 
oidUdie Basis ß = {vi, . . . , Vn}- Dann g^bt es eine konstruktive Methode 
um eine Basis B zu finden. Wir wählen einen Vektor v ^ 0 aus einem 
endlichen Ei zeugendeiisystem S von V. Wir fügen so lange Vektoren aus S 

zw B hinzu. Iiis die Aufnnhnip eines jeden weiteren Wktovs ans S zu hnparer 
Aljhängiykeit führt. OfTen;>ichthcli hängt ß dann altiT vnu dt-r konkreten 
Walil der Vektoren ab. Ist aber wenigstens die Anzalil der Elemente in 
versöhiedenen Bas^ immer gleich? Auf diese IVage wollen wir im Folgenden 
eine Antwort finden. 

Satz. 

Sei V ein K-Vektormuni mit Basis {vi, . . . , v„}. Ist v e V, v / 0, dann 
gibt es ein j e {1, . . . , n} so, daas auch die Vektoren 

{vi, ... , Vj-i, V, Vj+u . . . , Vn} 

eine Basis von V bilden. Dabei kann man ul^ j jeden Index wählen, für den 
Aj 7^ 0 ist in der Basisdarstellung v — Aiui -\ V^nOn -^i) • • • » A„ € K. 

Beweis. Da v / 0 gibt es (mindestens) ein j mit ^ 0. Ohne Ein- 
schränkung sei j — 1, ansonsten vertauschen wir einfach Vi und Vj. Zu 
zeigen ist nun, daas v, t;2t ■ • • « Vn eine Basis von V bilden. 

Unabhängis^it. Sei ii\v + /i2V2 H h {inVn — ^ mit fii fin € K. 

Setzen wir hi^n die obige Basisdarstellung fiir v ein, so folgt 

ßl^lVl + (/X1A2 + ti2)V2 + • + 0^1 A„ + fJin)Vn = ^ 

Da Vi, . . . , Vn linear unabhängig sind, folgt 

/ii Ai = 0 und /iiAj + /i{ = 0fiki = 2, ...,n 
/Ii = 0, da Ai ^ 0 

ß2 ~ ' " ~ thi — 0 • 
Also sind v, V2, . . . > Vn linear unabhängig. 
Erzeugendensystem. Da v = Aivi H 1- XnVn und Ai 7^ 0 gilt, folgt 

(♦) Vi = -^(v - A2V2 A„v„) 

Ai 
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Iskw^V beliebig, so ist tr = //j ri H \- mit /xi, . . . ,|t„ € Ä", 

da Vi, . . . >i;n eine Basis bilden. Einsetzen von (*) ergibt 

W ^ fll (^-^{v - ^2^2 A„ü„) j + fi2V2 + • • • + UnVn 

Damit ist w eine Linearkombination von v, • • • > Vn • 

□ 

3.9 Folgerung aus dem Austauschsatz 

Korollar. 

Besitzt V tine Basis, die aus n VcHuitn btuLtlU, dann stnd jt ni \ tktoitn 
au6 V mit m > n Unear abhängig. 

Insbesondere ^It: In einem endlich erzeugten K-Vektorraum V haben je 
zwei Basen dieselbe ÄTUtahl von Elementen. 

Beweis, 5 = {vi , . . . , v»} eine Basis von V. Der Beweis wird indirekt 
gefuhrt. Annahme: wi, . . . , Wm € V mit m > n sind linear unabhäng^. 
Wendet man 3.8 mit v = wi an, erhalt man eine neue Basis 

Man kiuin rlann mvj schivihon als wi — t • • I ^j-\i^j-\ i \ 

\jj^\Vj^i [ • • • I A„fj,j mit Aj,//i e K. Dabei gibt c& einen Index A", für den 
Ajb 7<^ ü gilt (denn sonst wäxe tt'o - /ii = (f im Widersprudi zur Annahme). 
Wendet man 3.8 auf die neue Basis mit v = v32 und j = k an, so bdcommt 
man eine Basis von V, die Wi,«;2 und nnr noch n — 2 Vektoren aus B 

enthält. So fortfahrend t*rliält man eine Basis P' {wi »'„) von V, 

in der alle n Vektoren der Basis B ausgetauscht sind gegen Elemente von 
{u-i,...,u?„,...,u;^}. 

Da m > n ist, kann man Wm als Linearkombination der Elem^te von & 

schreiben und erhalt einen Widerspruch zur Annahme. 

Die zweite Behatq^tung folgt unmittelbar aus der ersten. D 

3.10 Dimension eines -Vektorraums 
Definition. 

Sei V ein endlich erzeugter /iT- Vektorraum. Dann heißt die Anzahl der Ele- 
mente cint r Basis von V die Dimension von V. Wir schreiben für die Di- 
menaon diiu/c V und nennen V einen endlich dimeTisionoden Vektorraum. 
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bi diesem Fall schreiben wir auch dimjc V < 00. Ist V nicht endlich eizeugt, 
dann achreiben wir diniK V = oo. 

Beispiele. 

• diiiiK- A " - " (vgl. 

• dimjc{^} = 0 (eine Basis des NuUvektorraums {S} hat 0 El^ente) 

• dimiR C = 2, denn (1, i) ist dne Basis 

• diiUQ K = 00 uud diuiQ C = oc 

3.11 Weitere Folgerungen aub dem Austauschaatz 
Sei V ein n-dimensionaler A- Vektorraum. Dann gelten: 

1. Weniger aJs n Vektoren können kein Erzeugenden^stem bilden (nach 
Satz 3.5) 

2. Mehr als n Vektoren sind linear abhängig (nach 3.9) 

3. .Jedes Erzoiigeiidcu.sysleiii mit // Vektoren ist linear unabliäiigig uud 
damit eine Baäis (nach 1. mid 3.2) 

4. .Jede linear nnahhängige Teilmenge mit ?> Vektoren ist aneh ein Er- 
zeugendensystem und damit ebenfalls eine Basis (nach 3.7 und 3.9) 

Haben 'wir zum Beispiel im K"^ drei Hix^ar iiiial >li;iii;4i;j,e Wktdrcn gefunden, 
so wns-sen wir. da.ss d'u-sr eine Ba.sis liilden. Die zweite Basiseigenschaft 
brauchen wir dann nicht mehr nachzuweisen. 

3.12 Dimension eines Untervektonaums 
Satz. 

Sei V tili endlich erzeugter K -Vektorraam und sei U C V ein Untervek- 
luiiuuin con V. Dann ist auch U endlich erzeugt und ts gilt dinii^U ^ 
dim/v" V . Ist dinifi U = diiuf^- V . dann ist U = V. 

Bi tri'is. Sei M eine Ba.si.s von f'. Dimii hestcht M ans linear unal)hängigen 
Elementen von V\ Die.se kann mau nach 3.7 zu einer Ba^is B von V ergänzen. 
Da AI C ß uud B eine endliche Wenge ist, ial auch j\4 endhcli uud also 
dim/c U ^ dimjc V. 

Ist 27 ^ V und v € V\ü. Daun ist v keine Linearkombination von 
Elementen aus M, also M U {v} linear unabhängig nach 3.2. Es folgt 
dim/c U < dimjf V. □ 
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3 Basis und Dimension 




Ebeue durch 0 



Abbildung 12: Geraden und Ebenen 



3.13 Dimensioussatz 

Satz. 

Sind Ui, U2 Teilräume eines endUdi dimenaionalen K- Vektomaumea V, so 
gilt 

6xmK{Ui + IJ2) — dimif Ui + dim/^ U2 — dimK(t^i H U2) 

Beweis. Wahle Basis {ui, . . , , //, } von V\ nf/2. Ergänze dirse mit Elementen 

aus U\ zu {n\. . . . . n, .V\ einer Basis von U\ und dui< h Elemente 

aus U-2 zu { « 1 Uf. u?i, . . . , ici }. einer Basis von f'o (^ '^1. 3.7). Wir zeigen, 

daüb ß :— {uj, . . . , Ur, Vi, . . . , i"«. u'i, . . . , ujf} eine Biisis von Ui -\- U2 ist. Da 
ß (M&amdoAiiidti ein Erzeugendeusystem von Ui + U2 bildet, müasen wir noch 
die lineare Unabhängigkeit prüfen. Sei also 

(*) Ai Ui + h XrUr I /ilül H |-/<«V« + + ' " " t /i^"'« = ü 



also ü € C/i n C/2< 

Insbesondere gibt es ai, . . . , ar € JiT mit u = aiiti + . . . + arUr . Es folgt 

&= aj ui H -f-a>-iir+Ovi + . . .+0v, = Ai «1 H + Ar«r + A/1 «M +• .. + //,./'., 

Da {wi </, . ri, . . . eine Basis von f '1 l)il(;let, ist die Dai'btellung von 

ü eindeutig, und KoeflBzienteuvergleich ergibt /i» — 0 füi- 1 ^ t ^ s. Einge- 
setzt in (*) folgt dann 



Es folgt 



ü := Ai«i H 1- Art/, I /M i'i + . . . + ßaV, = - 




Ai«! + 1- ApWr + i • • • + /^t^e = 0 
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Da {ui , . . . . Uf.^ wi, . . . , wt} eine Basis von U2 bildea folgt Aj = 0 für 1 ^ 
/ < r Tuitl ii'j = 0 für 1 ^ j J Damit ist B linear imabhängig \md bildet 
eine Basis von Ui + U2- Es folgt 

<ümjf(tri + U2) = r + 8 + t = {r + s) + {r + 1) - r 

= dim/^ Ui + diniA' C/2 - dimK:((7i n C/2) 

□ 

Lernerfblgstest . 

• WU' ]aut(>t <li<> Bedingung in 3.2.2 für tji — 2 ? 

• Wio wird die Existenz einer Basis und der Basisergänzvingssatz 

bewiesen? 

• Referieren Sie, wieso in dnem endlich erzeugten Üf-Vektorraum je 
zwei Basen dieselbe Anzahl von Elem^ten haben. 

• Aufgaben 12-19, im Aufigabenpool Abschnitt 3. 

3.14 Übungsaufgaben 12 - 19 
Aufgabe 12. 

a) Man prüfe, ob die Vdd»ren i'i = (4,1, 4), V2 = (2, 4, 6) und va = (3, 4, 5) 
ein Erzeugendensystem von bilden. 

b) Man untersuche, für welche t € R die Vektoren 

VI = (1,3,4), V2 = (3,«,ll), t;3 = (-4,-4,0) 
linear abhängig in iR'^ sind. 
Aufgabe 13. 

Mau prüfe, ob die Vektoren vi,V2, V3 liuear uuabhäugig iu R^ siud, wemi 

a) «1 = (1, 1, -1, 0), «2 = (0, 1, 1, -2) und «3 = (3, 1, -5,4) , 

b) VI = (1,1,-1,0), V2 = (0, 1,1,-2) und ^3 = (3,-1,-5,4) . 
Aufgabe 14. 

Man konstrui^e eine Basis für den von 

Vi = (1,-2,0,1), f2-(ü,U,2,5), (-2, 1,2.3) 

erzeugten Untervektorraum von R^ tmd ergänze diese Basis dazm zu einer 
Basis von R^ . 
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3 Basis und Dimension 



Angabe 15. 

Es SP] {f'i.j'2} eine Basis eines 2-diniensionalen !R- Vektorraums V. Man 
untei suclu«, für welc he Zahlen r, s G R i lie lieiden Vektoren W\, — rvi + V2 
und »'2 = '1 + «f2 ebenfalls eine Basis von V bilden. 

Aufgabe 16. 

Man konstruiere füi- die folgenden R- Vektorräume jeweils eine Basis: 
Ui = { (*i,ar2»*3) e I ari + «2 - «3 = 0} , 

f^' ^ { {'^i ^ -''j • •'■3, J'4) \x\+X2-¥ 3a?3 = 0 , x\+X2 + ■t^ = ^} . 
Aufgabe 17. 

Es sei < € R . Man bestimme die Dimension des von den Vektoren 

Vi = (1,2, t + 2), V2 = l.t). V3 = (0,<, 1) 

erzeugten Untervektorraums Ut von 
Aufgabe 18. 

Ist für Teilräume Ui C/„ eines Ä'- Vektorraums V eine der Bedingungen 

aus Aufeabe 11 erfüllt, so nennt man den Teilraum U\ ^ eine direkte 

Suiiniie von Tt ilräuitif ii un<l sehreihl dafür L'i -9 • • • 0 f/„. 

Man nennt zwei Teilrävmie C'i und eines A'- Vektorraums V komple- 
mentäre Teilräumc. wenn Ui + U2 = V und Ui O U2 = (0) gelten (d. h. 
wenn V = 6'] ® Uo gilt). 

Man bi wcMse fiir einen n-dimensionalen A'-Vektorraum V die folgenden 

beiden Aussagen: 

a) Ist l'i ein />-diniensionaler Teilraum von \\ dann <j,ibt es einen 711 I'\ 
komplementären Teilraum U2 , und jeder soldie Teilraum U2 hat die Di- 
mension ;i — p . 

b) Es ist V eine direkte Sninme von 1-dinien.sii malen Teilräimien: 
V = f/i 9 • • • ® t/'rt mit diniA-C', = 1 für / = 1, . . . , ?i. . 

Aufgabe 19. 

Sei Ui der von den \ eki m n 

vi = (l.Ü,ü,l). i;2- (-2,-1.1,1), t;3= (-3.-2,2,3) 
und U2 der von den Vektoren 

«4 = (2,1,0,3), V5 = (-1,-1,0,-2), W6= (7,4,0,11) 

erzeugte Teilraum von R*. Man berechne die Dimeuäioueu diiiiRt/i, 
dimRÜ2 ) dimR(C/i + U2) und dimR(C^i n U2). 
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4 Lineare Abbildungen 

Lernziel. 

Perti^BBiteii : Linearität testen 

Kenntnisse : Kriterien für Injektivit&t und Surjektivität linearer Ab- 
bildungen, Formel für die Dimension von Kern und Bild 

4.1 Definitionen 

Seien M und N nichtleere Mengen. 

1. Eine Abbildung / : M — * N. ni > — ► /(/'O- bt^ißt injektiv, wenn 
ans m,m' G A/ nnd f{ni) = f{iii') stets fulgt tn = ni'. 

2. Eine Abbildung / : M — A\ m i — * f{m), heißt surjektiv^ wenn 
es zu jedem n € ^ ein m 6 M gibt so, dass /(m) = n gilt. 

3. Eine Abbildung / : M — > m t — > /(m), heifit bijektiVy wenn sie 
ixgektiv und surjdctiv ist. 

Seien V, W zwei ÜT- Vektorräume, und ad f : V — * W eine Abbildung. 
Dann heißt / eine K-lineare Abbildung oder ein Vektarraumhomomorpkis- 
mi», falls gelten: 

(LI) f{v + w) = f(v) + f{w) für alle «, w € V 
(L2) f{Xv) = Xf{r) mr alle A G l\ nnd alle v e V 

Eine A'-lineare Abbildung / : V — » V nennra wir auch einen Endomor- 
phismus von V. 

4.2 Beispiele 

1. Die NuUabbUdung V — ^ t^, v •— » 0^, ist A'-Hnear 

2. Die kfsnplexe Konjugation / : C — > C, z i — ► «, ist R-linear, aber 
nicht C-linear: 

Ist z = a: + y«, 2' = + j/i € C mit at, a/, € F, dann ist /(«) = 
x — yt und damit 

f{z + c') - (./• ^r x') - {y + y'y, - .r - + x' - y' i _ J{z) + /(^'j 
/(A2) - Ax - Xyi = A(x - <//) = \f{z) VA G R 

Damit ist / eine R-lin iii AMiildung. AI)or / ist niclil C-linear, da 
/(«) = = /(-l) = -1, aber i/(s) = = -(ii) = 1 -1 

AnAU-TMCHE OBOMBTIUE und LIMBAKB ALOnitA I, UMH'ICKSirÄ'l GuniNUK» 2UU5/2l>U(i 

Copyrlghted matBrial 



48 
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3. Sei / = [a, b] := {z € R I a < x < 6} ein Int^vall in R, und seien 

c:"(7) — IR U stetig) 

C^(/) := {g : I — R | g stetig differeuzierbar} 

Teilräume von Abb(/, R). Die beiden Abbildungen 

I>:Ci(/)— Cö(/) g>-^^ „Ableitung" 

J:C**(J) — »C^(/) 9> — g{t)dt „Stammlimktioii" 

sind IR-lineare Abbildvingcn. 

4. Sei .Y eiiii' Mengt, und A' ein Körper, dann ist für jedes - : X 
die Al)1nldung F : A1)1.(A'. A') — ^ A'. / ■ — ■ /(./■,) eine A'-Uiieare 
Abbildung. Sie heißt Auswti tuiigsabbiläuny au der Stelle xq . 

4.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz 
Satz. 

Seien V. W zwei K - Vektorrävme, und sei (t;i,...,Vn) Basis von V, 

Dann gibt es zu beliebig noryjeqehene}! Vektoren w\, . . . , ir„ € VV' genau eine 
K-lineare Abbildung f : V — > W mit j\vi) = Wi für 1 ^ i ^ n. 

Beweis. Da (vi, ... , v») eine Basis von V ist, gibt es zu jedem v € F ein- 
deutig betimmte Elemente Ai, . . . , An € IT mit v = Aivi H 1- AnVn » vgl. 

3.4. 

Eindeutij^it Ist / eine JiT-lineare Abbildung wie oben, so folgt 

/(«) = /(AlVl + • • • + XnVn) 
= AlWi H + AnWn 

Damit ist aber das Bild von v eindeutig festgel^. 

Existenz Setzen wir J{v) :~ Aiu'i + • • • + A„«',m erhalten wir eine K- 
lineare Abbildung / : V — > W mit /(vi) = für 1 < t < n. 

□ 
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4.4 Eigenschaften von linearen Abbildungen 

Seien V, W zwei Ä'-Vektorrämne, uiid sei / : V" — ► W eine A'-lineare 
Abbildung. Dann gelten 

1. /(O) = 0*, da /(O) = /(OO) = 0/(Ö) = S nach 2.1 

2. /{->'} = -f{vU da fi-v) = fi-lv) = (-!)/(».) = -/(>•) 

3. Ist [/ ein Teili;miii von V, dann ist f(U) := {/(u) | it € i/} ein 
Teilraum, von I V, denn 

UVl Aus U^0 folgt auch /(t/) / 0 nach Definition von f{U) 

UV2 Sei ti;i,u;2 e f{U). albo «'i — f{u\). "'2 /{"2) M>it »i,«2 ^ 
U. Dann ist wi + tt?2 - /(«i ) + /("2) - /("i • "2) t f(U). 

UV3 Sei w € /(^O' ^ 11"'^ = /(w) für ein u € U. Daun ist 
A«; = \f{a} /(Au) e 

Insbesondere ist 

bild(/) := f(V) = [w e U {3v&V mit /{u) = u;) | 

ein Ibilraum von W und heißt das Bild von f. 

4. Sei kernC/) := {v e V \ f{v) = Ö] der Kern von /. Dann ist kern(/) 
ein Teilraum von V, denn 

UVl ^€ kern(/) nach 1. 

UV2 Sind u, v e kern /, dann ist /(« + r) = /(u) + /(i') = 0 + 0 = 0 
und damit ist auch w 4- f € kBrn(/) 

UV3 Ist (/ G kcrn(/) und A € /\", dann i.st /(Au) = A/(u) = AO = 0 
und deshalb ist mit u auch Au 6 keru(/). 

Satz. 

Seien \ W zwei K- VektoTTÜwnef und sei f : V — ► W eine K-lineare 
Abbildung, dann gilt: 

f : V — * W ist injekUv genau dann^ wenn kem(/) = {^} 

Beweis. =^ Sei / injcktiv. Zu z< i m ist, dass kern(/) = {0} gilt. 
Für jedes v € kern(/) gilt /(y) = Ü = /(^) und also v = 0 . 
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Sei^ w, € V mit f{v) — f{i/)- Zu zeigen ist t? = v'. 
Aus /(«) = /(«') folgt: 

0 = f{v) - f{v') = f(v - v') und also v - v' & kßm(/) 

Da kern(/) = (0) vorausgesetzt ist, folgt v — v' = 0 und damit v = i/. 

□ 

Trivialerwoiso gilt; 

/ : V — * W ist surjektw genau dann, wenn bild(/) = W, 

4.5 Isomorphismen von iC- Vektor räumen 
Definition. 

Seien V' \V zwei A' V'ektoiTäume und sei / : V — * W eine A'-lineare Ab- 
bildung. Ist / bijektiv, dann nennen wir / einen Isomorphismus. 

Ist f :V — > W bijektiv, so gibt es eine Umkehrabbildung g : W — * V mit 

(*) g(f{v))^ v \/veV 

(♦*) /(ffC«")) = w Vw 6 

Oll wird daüü- aucii y = gescluüebeii. 
Satz. 

li'rn??. / : V > W ein Isomorphismus ist, dann /.s/ du. ( jfd ' lirabbüdung 

g : W — * V auch K-lrnear und damit ebenfalls ein Isomorplitsmus. 

Beweis. Für w, u?' € gilt 

g{w + w') = + f(fj{a')y) nach (**) 

= g{f{9{w) + y{w' )) ) du f K-Üneax 
= g{w) + g(w') nach (♦) 

Analog gilt f ür «; € Wy A 6 AT 

g(Xw) = g{Xf(jg(w))) nach (♦*) 

= g(f{X9{tv))) du / if-Imear 
= Xg{w) nadi (♦) 



AKALYTISCHK GKUMtrKlli UND LlNKAKK AUiülIHA 1, UNIVKHünAT GÖrriNUEIT 2001/3006 



Copyrighted matBrial 



4.6 Klassifikationssatz für endlich dimensiouale Vektorräume 51 



Bemerkung. 

Ist V ein /C-Vektorraum, so ist die Menge 

Aut(V') := {/ : V — > V | / ist ein i8oinoiplii.snui.s} 

eine Gruppe l>ezüj^lich der Hintereinanderausfülu'ung /oy von Abbildungen, 
definiert flureh {f ° f{fji'')) G ^ ■ N'Mitrales IJeincnt ist die 

Identität id : r ^ (Einen Isomorpliismus von V auf V nennt man auch 
Autoinorphmnus.) 

4,6 Klatssifikationssatz für endlich dimeiibioiiale Vek- 
torräuiiie 

Seien V. II' zwei /\ -Vekton ännie, VVii- nennen V" isomnrph zn \ V und schrei- 
ben dafür V 2: M'. Wls e^ (mindestens) einen Isoniorpliisnius / : V — ' W 
gibt. Ist V iboniorpli zu II', dann ibt nach Satz 4.5 aiidi W isomorph zu V. 

Satz. 

5eien V, W endliüi dimensitmale K- Vektorräumt. Dann giU 



diitLK V — tÜm/v V ~ W 



InsbesoTidere ist jeder n-dimensionale K-Vektarmum isomorph zu K"". 

Beweis. Sei ß = (ui, , . . , tv, ) eine Basis von V. 

=^ Sei C = ((/')....,«?„) eine Basis von W. Nach 1.3 gibt es eine A'- 
HnefU'e Abiiildnns / : l'' — • II' mit /(r, ) = »v; für / = 1. .... /j. Üa C 
ein Erzengeudensystem von U' ist, gibt es zn jedem w G W Elemente 

Ai , . . . , A„ ^ KbOj dass w — Xiwi H h A„ gilt. Es folgt w = f{v) 

mit V = Xivi H h A„v„ , und also ist / snrjektiv. Ist w = 0, so folgt 

Ai = • • = A„ 0, also r = 0, da C linear unabhängig ist. Nadi 4.4 
folgt, dass / injektiv ist. Es gilt also V i^W. 

Sei / : V — ► W ein Isomorphismus. Ist w € W^, so ist «; = f{v) mit 
ein^ V € da / suijektiv ist. Es ^t v = Aivi + • + AnVn mit 

Ai, . . . . A„ G h\ da B ein Erzengendensystem ^■< m V ist. Hieraus folgt 

= /('■) Ai/ir,) + •- •-)- A„/(r„), und B' : (/(ri) /(r,,)) is^t 

also ein Er/t'ui;eiidfnsystem von 11'. Ist /(r) I). so ist aneh r — (). 
da / hijektix ist. Da B linear unabhängig ist, musö also auch B' linear 
imabhäugig sein. Es folgt dim^^ W = n=: dimj<^ V. 
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4 Lineare Abbildungen 



Die Koordlnatenabbildnng kg 

Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so erhalt man einen Isomorphismus 
kß : V — » IT" durch Wahl einer Basis 5 = (vi, . . . , Vn) wie folgt. Nadi 3.4 
besitzt jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung 

V = Ai Vi H h XnVn mit Ai , . . . , Ar, € Ä" 

Man setzt :— (Ai, . . . , A,jJ £ A ' uiul ueuiit kß die Koordinatenabbd- 

dung von V bezüglich ß. 

4.7 Dimensionsformel 

Seien \ ein endlich dimensionaler und W ein beliebiger Ä'-Vektonaiun. 
Dann ist für jede if-lineare Abbildung / : V — * W des Untervektorraum 
bild(/) endlich dimensional, und es gilt die Dimensionsformd 



diiu^- V = dim/4' keru(/) -f- diiuj^- bild(/) 



Beweis. Sei M eine Basis von V^, dann wird l)ild(/) von {f{h) | b £ M.} 
erzenst. DiUliir i^t l)ild(/) nach 3.5 ein endlich dinicüsionalcr rutervektor- 
raum, und die Behauptiuig ergibt i>ich auä deiu fulgeudeu Leiuuia. □ 

Lemma. 

Sei {u\. . . . . Ur} eine Basis von keruf/). Wälilr i'i Vg € V SO, doss 

/(ül), . . . , /(üa) eine Basis von hild(J) bilden. Dann ist 

B := {«i,...,ttr,«i,-.-,v,} 

eine Basis von V. 

Beweis. Unabhftngigleeit Sei 

Öl ^ Ai </i -\ h X,Ur + Hivi + ■■■ /ij,<'a mit Ai, fjj € K 'ii^j 

=4 0 = /(O) = lXif{v^ ) \ ■■■ \ fiJiv,), da «1, ... , Ur € kernf /). 
/ii = • • • = /ij = 0, da /(wi), . . . /(i'a) linear unabhängig sind 
Ai = '•• = Ar = 0, da ui, Ur linear unabhängig sind 
B ist also linear unabhängig. 

Erzeugendensystem Sei v e V, dann gibt es //i //., € K mit 

f{v) ^ fnf{vi ) H H da /{t-i ) /(rj Basis von bild(/), 

^ /(A^rt^l H /'«''.Ol 'l« / /v -linear 

=> V — fiiVi € krrn(/) 

=^ V — ^ivi HaVs = Ai«! + h ArWr mit Ai, , . . , A« € Ä", 
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da tti, . . . ,Ur Basis von kem(/) ist. Damit ist v Linearkombination 
der Elemente aus B, 

□ 

4.8 Folgerung aus der Dimensionsformel 
Korollar. 

Seien V und \ V zirei endlich dimensionale K-Vekforräume, xtvd es grlte 
dim/c V = diiuif ^ > Dann sind für jede A'-ttneore Abbildung f : V — > W 
äquivalent 

1. f ist injekdv (Monomorphismus) 

2. / ist surjektiv (EpimorpkismusJ 

3. f ist hijektiv (Isomorphismus) 
Beweis. 1 =^ 2 

/ i^jektiv => kani(/) = {6} nadi Satz 4.4 

=^ dimj^ bild(/) =^ dimjf V ^ dirnj^ W 

bild(/) = W nach 3.12 

==J> / surjektiv 



/ surjektiv =^ dimj^ bild(/) = dim^^ W = dimjc V 

Vor. 

6imK keni(/) = 0 nadi 4.7 
=^ / injektiv nach Satz 4.4 

3 1 klar nach Obigem und da "bjjektiv = injektiv + surjektiv^ gilt. 

□ 



4.9 Beispiele für unendlich dimensionale Vektorräume 

Viele Begri£Qjbilduugeu für eudlich-dimeusiuuale Vektorräume lassen ach 
ohne Mühe auf unendlich-dimensionale Vektorräume übertragen. Allerdingis 
muss man wachsam sdn, deiiu z.B. lassen sich einige der hi^ hergeleite- 
ten Eigeosdiaften für ;ire Abbildungm zwischen endlich-dimenaonalen 
Vektorraumoi nicht übertragen, wie sich im Folgenden zeigt. 
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4 Lineare Abbildungen 



Beispiel. 

Eine Folge ist eine Al)bildung N — > A'. Jedem n G IM ist also ein «„ G K 
zngeonlnet. wir schri'ihen {o.n)ucM <'<ler {n\. n^- ■ ■ ■)■ Im Foh/criraum V : = 
Ahh(N, K) ist U := {(b,,),,^^ | = 0) ein echter leilrauni {U ^ V), und 
deiinoch ist V — » Ü\ («1,02,...) • — * (0, 01,02,...)» Isomorphismus. 
(Nadi 3.12 und 4.6 kann ein endlich dimensionalOT ÜT-Vektorraum niemals 
zu einem echten Teilramu isomorph sein, denn ist dim/f^ V < 00 und U QV, 
dann ist U < dimjc V und damit V qk U.) 

Beispiel. 

Sei A' ^ R, [aj>] C K .-in hitervctll. Sei : Cy{[aJ>\) und U : {F e 
C^{\a.b\) I F(o) = Ü} C \' (v-l. 1.2.3). Dann beaagt der Hauptsatz der 
Differential- und Integralrechnung: Die Abbilcimig 



ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung V : U — ► V, F 1 — ► F' 
Beispiel. 

Auch Korollar 4.fs gilt nicht für niiendüch dimensiouale Vekton-ärnne, das 
zeigen die folgenden AVil>ilduugt-n: 

• /i : Abl)(N.A') — ' Abl)([N,A'), (01,02,...) 1 — > (Ü,ai,02, . . .) ist 

injektiv, al>e]- nicht snrjektiv 

• f-2 : Abb(N, A' ) — - A1)1)(N, Ä'), (oi, 02, . . .) ' — * (02, 03, . . .) ist sur- 

jektiv, aber nicht injektiv 

• P : C^([a,6j) — * C'^([a,6]) ist surjektiv, aber nicht injektiv 

• X : C^{[a,b]) — * C^([a,6]) ist ii^jektiv, aber nicht suijdstiv 

4.10 Rechenregeln für lineare Abbildungen 

Sei Homjf(V;TF) :={/:¥ — *W\f ist K-linear} mit ÜT-Vektorräumen 
V und W^. Es sei / o 5 definiert durch (/ o g){v) := f(g{v)) V 1? € V. 

Satz. 

StTid U, V, W drei K-Vektorräumef so ist die Veiienäpfung 

Homjf (CA, V) X Hom/f (V; W) — > Hom#f (CA, W), {g,f)^fog 

assoziaUv und bilinear. Letzteres heißt, dass für /, /i,/2 G Rom{^{V,W), 
9, QU 92^ Homjf (C/, V) und K giit 

S °{<J\ I (Ii ) = f ° !li I / fl2 f o Af/ = A(/ o ff) 

(/i + fijo 9 = ho 9 \ h° 9 A/ o 5 = A(/ o g) 




F, mit F(x) = / f{t) dt 




a 
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Beweis. Assoziativität ist trivial. Für u€U ist 

t/o (ffi +^2))(u) = /((öl f - f{9i{u) + 92{u)) 

= /(/7!(")) I IM")) 

= (/ o fli)(u) + (/ o g2){u) = (/ o + / o ^2)(u) 
Die anderen Eigenschaf iben folgen analog. 

Lernerfblgsteat. 

• Welche der folgenden Abbildungen sind R-linear? 



R'' R, (.r,y) 3,r + i) 



/:R-»R', (0,0) 

/:R*-^R^ (i.y)^ (j- + 2,y + 2). 

• Zeigen Sic, dass die AusworturiRfsabliilduug F ; Abb(X,ü^) — » K, 
f t-* /(xo) , eine A'-lineaie Abbildung ist. 

• Sei V ein üf- Vektorraum. Mit welchen Verknüpfungen können Sie 

die Menge EndK(V') der K-hneaien Abbildungen V V versehen? 
(Wir Imbeii s< lu)n 3 Vorkiini^fiiiigp" koniioiiRolcM iit .) 

• Ist iiomK{V,W) ein Untcrvclctorraum von Abb(V', VF) (vgl. 2.2)? 

• Wieso ist die Koordinatenabbildung aus 4.6 ein Isomorphismus? 

• Aulgaben 20 und 21, im Au^gabenpool Abschnitt 4. 



4.11 Übungsaufgaben 20 und 21 

Aufgabe 20. 

Sei {t'i, . . . , Vn} eine Basis eines /jf-Vektoiraums V, und sei / : V — » W 
eine ÜT-Iineare Abbildung von V in einen ÜT-Vektorraum W. Dann ist / 

eiiuleulif; l)estiiiuut ilurch die ii Vektoren Wi — f(vi)y. ..^Wn — /(Vn) 
W. Man beweise die folgenden beiden Aussagen: 

(a) / ist ii^ektiv wi, . . . ,u;„ sind linear unabhängig in W. 

(b) / ist surjektiv wi , . . . , ti>„ bilden ein Erzeugendensystem von W. 

(c) / ist bijektiv wi, . . . , tOn bilden eine Basis von W, 

Angabe 21. 

Die IR-lineare Abbildung / : — » sei definiert durdi 

/(l,0,ü)-(=i,l,3), /(Ü,1,Ü) = (Ü.6,3), /(U, 0,1) = (2, 4, -3). 
Man konstruiere jeweils eine Basis von kem(/) und bäd(/). 
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Matrizenkalkül 



Eine Matrix ist eine Anordnung von Zahloi oder anderen mathematisdien 
Objekten in einem rechteckigen Schema, wie zum Beispiel: 

/ 16 3 2 13 \ 

5 10 11 8 

9 6 7 12 

^4 15 14 1 / 

Diese Matrix tandit als 'Tafel im Kupferstich MelanchoUa von A. DÜRER 

aus dem Jahr 1514 .nif. D.is Besondere an diesem Beispiel ist, <lass die 
Summe der Zahlen in jeder Zeile nnd Spalte und in der Diagonalen immer 
34 ergiV)t. Aneh weitere Konstellatiinipn crgelien die Snmnie 31. 
In der Linearen Algebra beschäftigt man sich mit der Lü&baikeit von linea- 
ren Gleidningssystemen. Das sind Gleichungßsysteme mit m Gleidinugen 
und n Unbekannten der Fbrm 

flii.ri + ai2.r2 H 1- ''Im-^'i.. " 

021X1 + 022^^2 H h a2n-^^n ^ h 

«mia?l + Om2X2 H H Omn^n = Ki 

Einem solchen Gleichungssysteii kann man folgende "Koeöizientenmatrix" 
zuordnen: 

011 012 ••• oin ^ 

021 022 * * ' a>2n 

* • * 

• » • 

\ öml Öm2 • • • Omn / 

Das MatrizenkaJkül erweist sich als ein konkretes Werkzeug für das Auf- 
finden von Lösungen. Gnmdsätzliche Bedeutung konunt der Tatsache zu, 
dass man lineare Abbildungen durch Matrizen darstellen kann. 
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5 Matrizen und lineare Abbildungen 

Lernziel. 

Perti^BBiten : Motrizenmultiplikation, DarsteUung einer linearen Ab- 
bildung durch eine Matrix 

Kennhii-sr: Znsnniiiionhanc; zwi^ In n linearen Abbildungen und Ma- 
trizen, Baäiäwechäelphäiiomeue, iiiverse Mati'ix, Rang 



5.1 Matrizen 
Beispiel. 

Sei f-i = (1, n), f2 = (0. 1) die Stanrlardhasis von R^, und sei / : IR^ — . ir2 
eine IR-liiK'are AltV)ildung. Dann ist / diu-ch Angabe von /(ei) und /(e2) 
eindeutig beatinuut (vj;!. Satz 4.3). Es ist 

/(ci) = anei +02162 = (011,021) 

/(e2) = 01261 +022C2 = (012,022) 

mit Ojj- € R für 1 < i, j < 2. 

Bautzen wir die „Spaltenschreibweise" 



f bezüglich c 
/oii ai2\ 
\02i 022/ 



Dann wird / bezüglich der Standardbasis beschrieben durch ein rechtecki- 
ges Sdiema ( 1. Dies nennen wir eine 2 x 2-Matrix. 

Definition. 

Sei A' ein Körper. Eine x »-Mnti ir über K ist eine Anordnung von mn 
Elementen aus A' nach folgenderu Schema 

/ «11 ai2 • • • öin \ 
"21 «22 • • • O-ln 



\Oml Om2 Omn/ 

Wir schreiben audi einfadi 

(oij)i=i,.„,m oder {cnj) 

j=l,...,n 

und nennen die waagrecht geschriebenen n- Tui > el ( a , 1 ... Ojn) die Zeilen 
und die senkrecht geäcluiebenen m^-Tupel I : I die Spalten der JVIatrix. 
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5 Matriseil und lineare Abbildungen 



Es ist dann m die Anzahl der Zeilen und n ist die Anzahl dsc Spalten. Eine 

m X 77-Matrix heißt qiindmfisrh. wenn m = n gilt. 

Mit M,„ . ,, (/\') bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizeu über K. 
Zum Beispiel 



M3X2 W = 




e IC für 



Es ist Mmxti(A ) (7in mr»-dini^sionaler A'-Vektoiraum bezüglich kompo- 
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation 

{(tij) + (/),;) :- {(Ii, + hij) \{n{j) (Aa^j) 

Eine Ba.sis bilden die Matrizen 0^. die am Kreuzungspunkt der i-ten Zeile 
mit der ./-ten Spalte eine 1 haben und sonst nur aus Nullen bestehen. Zum 
Beiüpiel im ni = ii = 2 bilden 



eil 



(o ü) ' (o ü) ' - (i o) ' - (o i) 
eine Basis von M2x2{K). 



5.2 Produkt von Matrizen 

Das Produkt A • B zweier Matrizen A, B ist nur definiert, wenn 
die Anzahl der Spalten von A gleich der Ansahl der Zellen von B 
ist. 

Definition. 

Sei j4 = {aif;)i^i.. ..j„ eine m x n-Matrix und B = (6*j)jb=i,...,n «ne nx l- 



A=l. 



Matrix. Dann heißt die Matrix C = {cij)i=i,...,m mit 



j=i,.../ 



Cij := Oiihj + 042^2] H H ^nKj 

n 

= 5^ oikhj 

k=l 



das Piodukf von A G M„,x„(A:) mid B G Mnxf(K). Es ist C € Umxi{K). 
Wir schreiben C — A - B oder einfach C = Aß. 
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Bemerkung (Merkregel). 

Es ist Cjj als l^rodnkt der i-teu Zo-ile von .4 mit der j-ten Spalte von J5, 
wenn mau Zeile und Spalte jeweils als Matrix auüasst: 

Cij = Oilbtj + ai2b2j H + Oinbnj 



= (Oil, • - ."in) 



für 7J,';:::7 



= {irte Zeile von .4) • I Spalte 

\\'ou B ^ 



€Mix»(A') 




3 Spalten 



/l.Zei 
\^2.Zei 



Zeile mal 1. Spalte, 1. Zeile mal 2. Spalte 
Zeile mal 1. Spalte, 2. Zeile mal 2. Spalte 



:) 



/ 3 + 5 + 7, 4 + 6+8 \ 
U + 10 + 14, 8 + 12+16^ 



^30 36; 



' °/ 2ZeUeii V 



2 Spalten 



J + lö, 7 + 1Ö, 7 + 10/ 



11 11 11 

17 17 IV 
.23 23 23 i 




'3 + 5 + 7. 6 + KJ + 14' 
.4 + 6 + 8, 8 + 12 \- 16 , 



'15 3ü\ 
^18 36^ 



"11 \ / 1 

,021 022/ VO, 



'üll ■ 1 t- ai2 • ü\ ^ /«II 
ai2 • 1 -I- a22 • 0 J l 021 



(= 1. Spalte) 
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5 Matriseil und lineare Abbildungen 



Hierdurch wird eine A'-lineare Abbildung / : — ► definiert 
(vgl. 4.3). 

5. Produkt von Diagonalmatrizen € Mnxn{K). Eine Matrix der Form 



Ol U 
0 02 



\0 0 



0\ 

0 



6 M„xn(Ü:) 



heißt Diugoualnmtnx. Die Alultipükatiou zweier Diagoualuiatrizeu ist 
besonders emfach 



/«i 0 
0 a2 



0\ 
0 



/hl 0 



0 



( "1^1 

0 



V 0 



u 

02^2 

ü 



0 \ 
0 



\U 0 ••• ü„/ \U ü 

5.3 TVansponierte Matrix 

Ist i4 = (Oij) G MmxnCÄ"), li^^il^t 

*i4 := (aj.) € M„xm W 
die zvk A iraiwponierie Matrix. Es gelten die Regeln: 

1. \A + - 'A + 'ß für .4, B € Mmx„(Ä') 

2. '(AA) = A(*A) für A € Ä" 

3. VA) = Af&rA€ MmxniK) 

4. \AB) = 'B*A für A G Mmxn(A'), G Mnx*(A') (vgl. Beispiele 5.2 1. 
und 3.). 

Wir erhalten '.4. indem wir die Zeilen von .4 als Spalten schreiben. Ist 
speziell m — n, so entsteht '^4 durch Spiegelung an der Diagonalen 

A = 
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5.4 Die Matrix Meif) einer linearen Abbildung / 

Seien V, W zvm endlich dimensionale /C-Vektoiräume und sd 

Homjc(V, W):={f:V—^W\fist if-linear} 

Dann ist Hora7t(V', IV) ein Teihauni von Abb(V , II ), ai.so in.sl>c.sondere 
selbst ein Üf-Vektorraum. Sei dim^- V = n und dimj^ W = m. Wir wählen 
eine Basis B = (vi, . . . , Vn) von V und eine Basis C = (t&i, . . .^Wm) von 

W. Dann ordnen wir jedem / G Honi/v(V' W) eine von B und C abhängige 
MMtiix M^;,.( /) ^Unxn{^)i genannt Darstellungsmatrix ^ wie folgt zu: 
bei im j = 1 , . . . , n 



f{Vj) = aijWi + a2jW2 + • + amjWr 



die gemäfi 3.4 eindeutige Basisdarstellung von f{vj) € W. Die KoefSzienten 
aij, . . . , Ojnj £ K schreiben wir nun als j-Spalte {j = 1, . . . , n) der Matrix 



Mg(/) = 



/ "1 1 "12 
"21 "22 

\(hnl fhn2 



" 1 ri \ 
«2n 



Satz. 

Die Abbilduf^ 

: Humjv(V; U ) U.n^K), f ^ U%{f ) 
ist ein Isomorpktsmus von K- Vektorräumen. 

Beweis. A'-Linearität Seien f,g € llomK{V,W) zwei A'-lineare Abbil- 
dungen und seien (Ür j = 1, . . . n 

f('\i) ~ + a2jV)2 +•+ OtnjWtn 
g{Vj) = bijWi + b2}V)2 H + bmjtOm 

die Bfisisdai"stellungea von f{vj) und g{i'j). Es folgt 

Mg(/ + 9) = {oij + bij) = (ay) + {bij) = Mg(/) + Mg(fl) 
Mg(A/) = (Aoi^) = A(oy) = AMg(/) VA € ÜT 



und M» ist damit A'-liuear. 
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5 Matriseil und lineare Abbildungen 



Bgektivität Sei .4 = (ajj) € Mmxn{K)- Daiui gibt es nach 4.3 g«iau 
eine i^-lineare Abbildiing 

/ : V — ► W, mit f(vj) - aijWi + a^jWz + • • • + amjWm 

für j ~ altio mit A = Mb(/). Dies zeigt, dasb bijektiv 

ist. 



Beispiele. 
Sei 



/ : — > R^ (a:,y) i— > (3ar - 2y, a? + y) 



1. Seiß = C = {(1, 0), (0, 1)}» dann ist Mg(/) ^ (^"^ , denn 

/(l,0) = (3,l)uudmi)-(-2,l). 

2. Ist ß= {(1,0), (0,1)} undC = {(3, 1), (-2, 1)}, so ist 

denn /(1,0) = 1(3,1) + 0(-2a) und /(0,1) = 0(3,1) + 1(-2,1). 

3. Sei V ein Ä"- Vektorraum und B = {vi,...,j;„) eine Basis von V. 
Dann gehört ziur Identität 



die Matrix 



Mg(id) = 



id.V 



(X 0 
0 1 



\0 0 



Vy V I — *■ V 



0 



V 



=: En e M„xn(A'), 



denn id(vj) = = Ivj für j = 1, . . . , n. 

Wir nomen auch E'tn^£s7noMx in Mnxn(ii^)' 

5.5 Die Dimension von HomK^(V, VK) 
Satz. 

Sind V, W endlich dimeTisioTtale Vektorrävme, so ist avch llomKiV,W) 
endhch dimensiorud, und es gilt 



dimjif HomA'(V't H^) = (diniA V ) • (diiiix U") 



Analytischk GlsokirrKiii vni> Linkahk Alukuha 1, UNivKHünAT GürriNucH 3006/3006 



Copyrighted matBrial 



5.6 Die Darstellungsmatrix M^(/ o g) 



63 



Beuteis. Sei diniK- F = n und sei diin/^- W = m. Dann gibt es nach Sat z 5.4 
einen Isomorphismus HomK'( V , II ) ~ M,„>;„(/\'). Ans Satz 4.6 folgt dann 
die Behauptung, da diiu^ Mmxn(<^) = nach 5.1 gilt. □ 

Definition. 

Sei V ein AT-Vektorraum, dann heißt 



V* :=HomA'(V,A') 



di'V Diialmtiin von V. 

Ist V *'ii<Uidi dinieusioniil. dann ist auch V ein endÜch dimeusionaler K- 
Vektorraum, und für W — K folgt aus Satz 5.5 

dimif V* = dimjc HomÄ^(V, K) = (dimj^ V) (dim k K) — dim^c V 



=1 



5.6 Die Darstellungsmatrix M4(/ o g) 
Satz. 

Seien V, W endlich dimensionale K-Vektorräumef 

w4 = («1, , . . , «/) eine Basis von U 
B = (v\y . . . , Vn) eine Basis von V 
C = (tt?i , . . . , Wjn) eine Basis von W 

Sind g : U — * V und J : V — > Ii' K-lmtar, so ist auch 

fog.U^W, u^f{g(u)) 

K-linear, und es güt: 



mS(/) = 



Die Hintercinanderaiisführung von lineaT'en AbbUdung&t 
entspricht der MuttipUkation von McUrizen. 

Beweis, Es ist 

/oii • • • ain\ 

. M5(fl) = 

O-mn/ \K\ 
I • " • 
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5 Matriseil und lineare Abbildungen 



wobei 

(1) /{»'a) = nu wi ^ + a,„Ktr,„ für A- = 1 ,n 

(2) = f^iji'i + + lh.j>\i für j = 1 ( 

(3) (/ o g){uj) = cijWi + 1- CmjWm für j = 1, . . . , £ 

Für i = 1, , . . , ^ gilt femer: 

w 

= 6i ,/(''! ) + ••• + b„jf{vn), da / /iT-linear 

=^ 1 U i + • • • + ßmlWm) H + bnjiainWl H h OmnU'm) 

= (Oll^>lj H 1- dlnKj) Wl + • " + (o,n 1 ^1 7 + + (^mnbnj) ^to 

* ' " V ' 

CtJ Cmi 

Koeffizieiiteiivergleicli mit (3) ergibt: 

Cij — Oiibij H h üinbnj fiär » = 1, . . . , m 

Nach Definition 5.2 der Matrizenmultiplikation folgt die Behauptung. □ 

Die Rechenregehi 4.10 für lineare Abbildimgen übertragen sich nach 5.4 
und Satz 5.6 auf Matrizen. 

Rechenregehi für Matrizen 

Sind A,A' € U,nxu{K), ß,B' € MnxrW, C e M,x*(A') und A € Ä", so 
gelt^: 

1. (AB)C = A{BC) (Asboziativität) 

2. AiB + B') = AB + AB'vaid{A + A')B = AB + A'B 

3. A{XB) = (A.l)/>' - MAB) 

4. EmA = AEn = A (Neutralität der Einbeitsmatrix) (vgl. 5.4.3.) 
5.7 Invertierbare Matrizen 

Eine Matrix A € Mnxn(''^) heißt inverHerbarf wenn es eine Matrix A~^ € 
M„xn(Ä^) gibt mit 

A-^A = En 
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Wie aus 1. in dem folgenden Satz hervorgeht, bilden die invertierbaren 

Matrizen ans Mnxn(Ä') ehie mnltiplikative Gnippo (ojenannt nllgrmrivr 
Unearf' Gruppe). Die invcrsc Mairir A ' eiiun' iiivertiorl^anni Matrix A 
ist also eindeutig l)estininit, und c« gilt aucli .4.4"' = Eft nach Satz 1.5. 
Ein Homomorphismus G — * G' einer Gi-uppe G in eine Gruppe G' heißt 
Isomorpimmus^ faWa er bijektiv ist. 

Satz. 

1. Die Menge der invertierbaren Matrizen 

GL„(A') :~ {A € M„x»t(^^) | inoerUerbar} 
ist eine Gruppe bezüglich der MatrizenmuUipUkation. 

2. Ist V ein n-dimensiontUer K -Vektorraum und B etne Basis von V, 
dann ist Mg(/) irwertierbar für jedes f € Aut(V), und die Abbildung 

Mg : Aut(V) — . GU(K). f ^ Mg(/) 

ein Isomorphismus wn Gruppen. (Dabei ist Aut(V) definiert wie in 
Bemerkung 4-^-) 

Beweis. 1. Es gilt E„A ^4 und (AD)C = A{BC) für alle il, B, C € 

M7ix,i(A") iiadi d<'ii Hechenregeln in 5.6. 

Sind A.D € GL„(/\), daiiu ist auch AB e GL„(A'), demi B'^A'^ 
ist ein iuverses Element 

{B-^A-^)AB = B-^{A-^A)B = B'^B = En 

Die Matrizenniultiplikation liefert damit eiue Verknüpfung 

Ghn{K) X GL„(/i:) — . gl„(a:) 

die alle Gruppenaxiome in 1.5 erfüllt. 

2. Seien J\g e Aut(V'), dann ist Mg ein Homomorphismus, da nach 5.6 

Mf(/oi,) = Mg(/)Mi(p) 

gilt. Speziell fiü- y - f ^ folgt € GL„(A'), da = Mf(id) 

nadi 5.4.3 gilt. Nach Salz 5.4 gibt es zu jeder Matrix A € GL„(A') 
genau eine Abbildung / € Homj<^(V, V) mit M5(/) = i4. Es ist aber 
dann / € Aut(V), demi die Umkehrabbildung ergibt sidi als 
Urbild von A~^. Dalier ist Mg auch b^ektiv. 

□ 
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Beispiel. 
Die Matrix 

T 

denn es ist 



ist invertieibar mit T ^ = 



13V-8 5^ 



h (-8 5) (s /) - (ü 1) - ^'^ 



Regeb Ist T = ( « J ) und det(r) ad - 6c ^ 0, dauu folgt 

_ 1 (d -h\ 
det(T) \-c a ) 

Ist (lel(r) — U, daim gibt es keine iuvei-se Matrix (vgl. 7.G uuteu). 

Bemerkung. 

Ist ,4 G M„x„(A) iuvertierbai", so ist audi die traaiapouierte Matrix 'yl 
invertierbar, und es gilt 



Beweis. Es ist 



0.3 



'n 



5.8 Basiswechsel in V 
Beispiel. 

Sei V = und B = {(1,0), (0, 1)}. Der Wechsd von B zur Basis 
& = {(5,8), (—1, 1)} wird beschrieben durch die Matrix 



denn 



Es ist 



T := Mg,(id) = Y) 



(5,8) = 5(1. (J) +8(0.1) 
(-1,1) = -1(1.0) + 1(0,1) (vgl. 5.4) 

^"=l^(-8 5)=<(*^) 
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Satz. 

Sei V ein l\ - Vcktorratwi, und seien ß = [vi v„ } und B' = { v\ . . . . , r', ) 

zuH'i Basen uon V . Dann ist T := Mß,(id) £ M«xn(A') invertterbar, und 
es ist r-^ = Mg'(id). 

Beweis. Es ist 

Mg'(id) . Mg,(id) = Mg:(id) = En 

5.0 9.4 

□ 

Wir nennen T = Mg,(id) die Matrix des Basiawechsels von B nach B' . 

5.9 Basiswechsel und Darstellungsmatrix 
Satz. 

Seien V, W endlich dimensionale K- VektoTräume, ß, B' zwei Basen von V 
und C^C' zwei Basen von W. Ist T := Mf/(idv) und S := M^/(idiir), so 
gilt 

U%{f) = S-'U%{f)T 
für jede K -lineare Abbildung f : V — *■ W. 
Beweis. Nach 5.8 ist = (idiv). Es folgt 

5 'U'ßU)T- (Mf(id„ )M^;(/))Mg,(idv) 
= M^'(/)M|,(i<iv) 
= Mg:(/) 

□ 

Folgerung. 

Ist speziell V = dann folgt aus dem Satz für B = C und & = C' 

Mg:(/) = r-iMg(/)r 



Beispiel. 

Sei / : IR- — * (j:, y) i — > (3.r - 2//. x \ i/) mv 1 Z> = C die Staiidardbasis, 
= {(5,8), (-1,1)}, C = {(0,1), (1, 1)). Damit ibt 

/(5.S) (-1,13) = 14(0,1) + (-1)(1,1) 

= (-5,0) = 5(0,l) + (-5)(l,l) 
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also 



mit 



M|(/) 



*(/)=(" _y = s-'MS(/)r 



Probe: 



1 -n i ; 



5.10 Eine geschickte Basiswahl 

Satz. 

S'cirv V, W cTulli( h iinm usionalc l\ - \ '( ktoi i (iiiiiie. und sei f : \ ' W 

eme K-lineure Abbildung. Dann gibt es Basen B von V und C von W so, 
d<i8s gilt 



Mg(/) - 



/, 



\0 



mit r = dimjc bild / 



Hierbei ist M^if) in Blöcken dargestellt. Er ist die (r x r)-Eirüieit8mairix, 
und 0 ist jeweils die Nidhnatrix mit passendem Format. 

Beweis. Seien vi,...,Vr € V so gewählt, dass f(vi) = wi^. ..,f{vr) — 
Wr eine Basis von bild/ bilden. Ergänze diese Basis zu einer Basis C = 

(«'1 w„i) von W. Sei (ui,...,Ws) eine Basis von kern /. Nach L-nnua 

1.7 l)ildel B = (t'x , . . . , v^, ui, . . . , u«) eine Basis von K und hat die 

angegebene Gestalt. □ 

Fbigerung. 

Sei A € M,nx»i(^) lind r die maximale Anzahl linear iniabhängiger Spal- 
ten von A. Dann gibt es invertierbare iViatrizeu 6' 6 Mmxm (Ä ) und r € 
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Unxn{K) SO, dass gilt 



S-^AT = 



Er : 0 
\0 OJ 



Beweis. Sei B eine Basis von A " und C eine Basis von A'"'. Nach 5.4 gibt 
es eine üC-lineaie Abbildung / : ÜT" — ^ so, dass A = Mß{f), Nach 
dem Satz gibt es Basen ß' von und C von ÜT*" so, dass gilt 



m£(/) = 



0 

0/ 



Mit r iMg,(idA-n) uiid 5 := Mg,(idjfm) folgt S^AT = Mg',(/) iia<;li 5.8 
und 5.9. □ 



5.11 Die Standardabbildung zu einer Matrix 

Sei A = (uij) € Mtnxni^)- erhalten wir eine A-liueare Abbildung 



/ 



g :K" -^K"\ 



•'■| 



A- 



genannt StandaT-dabhildung zur Matrix .1. W ir benutzen die Spalten-schreib- 
weise und erhalten damit bezüglich Matrizenmultiplikation 



aiii'i + ai2X2 + • • • + 




5.2 
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hisbesoodere gilt für den j-ten Standardbaasvektor von 



dass 



«2j 



j-te Zeile 



= j-te Spalte von Aiüc j = 1, . . . , n 



Regel: Die Spalten der Matrix sind die Bilder der Standardbasiaoektoren. 
Beispiel. 

/ 1 2 3\ 

Sei / : A'"^ — * A" gegeben durch die Matrix ( ^ g gl bezüglidi den 
Standardbasen von und K^. Dann ist (in Spaltenschreib'weise) 



/l'J 



- /|1 



/ 0 



Insbesondere wird bild(/) von { , (j) , (g) } erzeugt. 
Bemerkung. 

Es ist .4 = Mp(<y). wobei B die Standardbasis von A " und C die Standard- 
basis von A "' ist. 

Leuima. 

ist A £ M„x,i( A) mvcTtierbar, so ist die Standardabhildung A " — >■ K^f 
xt — > Ax , bijektw. 

(Dabei wird der Vektor S= \ ' | € ÜT" als Spalte geschrieben.) 



Brief is. Ist Ax - Ü. so fol-t .r - E„x - Ax - U, Die Standardabbil- 
duug A " — ► AT" ist also iujekliv uud daher nach 4.8 bijektiv. □ 
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5.12 F^ktorisierung einer linearen Abbildung 

Jede iC-lmeare Abbildung eines endlich-dimensionalen /C- Vektorraumes in 
einen ebensoldien lässt sich über die Standaidabbildung und die in 4.6 
definierte Koordinatenabbildimg ka faktoriaeren. 

Satz. 

Sei V ein K- Vektorroum mit Basis B — {vi, . . . ,Vn], W ein K- Vektormum 
mit Basis C — {w^ ■ • • ,töm} f ' V — * W eine K-lineare Abbildung. 
Ist g die Standardabbildvng zur Matrix Mg{f), so ist das Diagramm 



W 



kc 



kommutativ d.h. es ist 



Beweis. Für j = 1, . . . , n ist 



goke = kcof 



{g o kB){vj) = gikBii'j)) nach Def. von o 

= g(ej) nadi Definition von Aiß, vgl.4.6 

= j-te Spalte von iMß(,/) nach ü.il 



Ist 



1 1 



mit J\vj) = aijWi H h ",njti'm (vgl- ^A) 



dann folgt für i = 1, . . . , n 



{kcof){vj)-kc{f{vj)) 



nach Def. von o 
nach 5.4 



= oijÄt(wi) H h Omjkciwm) da kc A'-linear 



= aij-ei + 1- Omjf^m 

= i-te Spalte von MS(/) 



nach 4.6 



Hierbei büdeu ei, . . . , die Staudardbabis dea A '". 
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5.13 Rang einer Matrix 
Definition. 

Der Rang einer Matrix A € Mmxn{K) (auch SpaHenmng genannt) ist die 
Dimendon des von den Spalte von A erzeugten Teilraumes von IC^, 

Bemerkuug. 

Für die Matrix M%{f) einer /C-linearen Abbildung / : V — * W gilt 



rangMg(/) = dimjrbild(/) 



Beweis. Nach 5.12 gilt / - k^^ /; o Arg, wobei kc und ki^ Tsoniorphisinen 
sind lunl if : A'" — K'" <\u- /u M',;;(/) 'it-lifh-iiie StandaidaMiildun^ ist. Es 
gilt also iliiu/^- liild(/) iliui/^- bild((/). Nacli 5.11 wird aber bild(y) vou den 
Spalten von Mß(/) erzeugt. □ 



Wir definier«! nun: 



rang(/) := dimjc bild(/) 



5.14 Rang und Invertierbarkeit 

Satz. 

^et A € Mnxn(^)- Dann giU 



A ist inverUerbar 



rang A = n 



Bt 



weis. 



Sei A iuvertierbai-, dauu ist die Stiuidai-dabbilduiig 



nach L^ma 5.11 l)ijektiv. Alw> ist rangA = n, da nach 5.11 bild(ff) 
von den Spalten vou A erzeugt wird. 

Sei rangA = n. Dann gibt es nadi Folgerung 5.10 invertierbare Ma- 
trizen S,T G M„ , „(K) mit S'MT = £7« und also nut 5"^ = T"*, 
Sei B := TS'^ dann folgt 

BA = TS-^A^TT-^ = En 
Also ist A invertierbar. 
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5.15 Zeilenrang einer Matrix 
Definition. 

Sei A € Mjnxni^' Zeüenrang von A ist die Dimenaon des von den 
Zeilen erzeugten Tdlraiunes von K^. 

Satz. 

SeiA^ Mmxn{K). Dann gilt 



Spaltemuny von A 



Ztdtnrauy von A 



Beweis. Nach Folgorung 5.10 gibt es invertierbare Matrizen R € Mmxm{K) 
und T € MnxniK) so, dass 



RAT 



\ 



0/ 



Wir zeigen zunädist, öaas Spaltenrang von A = Spaltenraug von RAT 
gilt. Bezeichnet gs die zur Matrix B gehörige Standardabbildung, so gilt 

rangß = dimK-bildij/ß) =: rang(5ß) 

nach 5.11 uiul 5.13. Es sind (jt : A'" • A'" und (jn : K'" — * A'"' Iso- 
morphismen nach Lemma 5.11, und yn verniillelt eini> injektive A'-lineare 
Abbildung bild(5A) — * K*""- Es folgt rang((?ß og^o gj) = rnng(gA) imd 
daher raxkg{RAT) = rangi4 nach 5.11 und 5.6. Nun folgt 



SpaJteiuaiig von A 



Spaltenrang von RAT {el)en gezeigt) 
Spaltenrang von '(HAT) (offensidithch) 
Spaltenrang von ' 7' *A *R (nach 5.3) 
Spaltenrang von l4 (eben gezeigt) 
Zeilenrang von A (nach Definition von U in 5.3 ) 



Lernerfolgstest. 

• Welches Format müü^ii zwei Matrizen A und B haben, damit 
man das Produkt AB bilden kann? 

• Kann man eine Matrix aus MsxsCi^) invertieren? 

• Seien A, B iiivcrl ici liaio Matrizen in M„ , „{K). Daiui ist das Pro- 
dukt AD invertier bar. Wie bildet mau die inversc Matrix {^AD)~^ ? 

• Aufgaben 22 bis 30, im Au^abenpool Abschnitt 5. 



An.\U-TMCI1E OBOMBTIUE UNU LiNKAKK ALUKBKA I, UMIVKKSIIÄT GuniNUK» 2UU5/21HJ6 



Copyrighted matsrial 



74 



5 Matriseil und lineare Abbildungen 



5.16 Übungsaufgaben 22 - 30 

Aufgabe 22. 

Es sei V der Vektorraum aller 3 x 3-Matrizeu über einem Körper K. Man 
zeige, dass die Abbildung 



/C-linear ist, und konstruiere mne Basis von keni(/). 

Aufgabe 23. 

(a) Seitni V" und W eiKllich (linit'iisiuiialp A'-Vektorräume, B - , . . , 
eine Baals vüii V mid C - {wi , . . . , w,,,,) eine Basis vou W und f :V —*W 
eine ÜT-lineare Abbildimg. Man zeige, dass der von den Spalten von Mß{f) 
erzeugte Teilraum von isomorph zu bild(/) ist. 



Man bestimme jeweils eine Basis von bild(/) und kem(/). 
Aufgabe 24. 

Für die R-liueare Abbildung 

/ : K"^ -* IR\ {xi,X2y X3) »-^ (xi - X2+ X3, -Qx2 + 12x3, -2xi + 2x2 - 2x6) 

berechne man die Matrix Mß{f), falls 

(a) B = C- {( I.OJI). (0,1.0), (0,0,1)} 



Aufgabe 25. 

Eine ÜT-lineare Abbildung f :V -*V heißt Projektion, falls / o / = / gilt. 

Es sei / : R- — * IR- eiue Projektiou, für die (1.2) € kern(/) und (1,-1) € 
bild(/) gelte. Man berechne die Matrix MßU)^ f^Us 




(b) Sei / : — » die Standardabbildung zur Matrix 




(b) ß = C = {(-l,0,l),( 



-l,2,l),(-2,0,4)}. 



(a) = {(1,0).(0,1)} 

(b) ß = C = {(l,2),(l,-l)}. 
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Aufgabe 26. 

Sei l * = Honi ( V, K) der DueUmum von V, Für j = 1, . . . , n sei i»j € K* 
deüniert durcli 

M = •! * ~ fiir Ä: - 1, . . . , n. Man zeige: 

[0, falls K ^ j 

(a) - ( «'* r*) ist eine Basis von V^. 

(b) Ist / : V \V eine A'-lineare Abhildimg, so ist die Abbildung 

el:)eufHll.s A' liiH'ar. 

(c) Ist A = Aiß(/), so gilt 'yl = M^lQf) für die transponierte Matrix 
Aufgabe 27. 

Gegeben seien die Basen ß = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} und 

= {(3, -1.0), (-1, -1, 1), (-3, 2, -1)} 
von sowie die IR-lineare Abbildung f iR —* IR , 

(.ri . ./Ol '.i) *-* - 18a-2 - 24:r:?,4j-i + 13.r-2 + 16x3, -2xi - 6x2 - 7x3). 

(a) Man berechne die Matrizen M^{f) und M^(f) . 

(b) Man beredme die Matrizen Mgt{\d) und Mß(id) . 

(c) Mmii verifiziere die Gleichung M^i{f) - A/|'(id) • A/|(/) • A/|,(id) . 

Aufgabe 28. 

Gegeben seien die Basen 

B = {(17, -25, 1), (0, 1, 0), (16, 0, 1)} und ß' = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (16, 2, 1)} 

von sowie die Basen C {(1.0). (0. 1)} und C {(3, 7), (2.5)} von R^. 
Es sei / : R*^ — > R"^ eine R-lineare Abbildung mit der Matrix 

'"'"^J) = (7 5 • 

(a) Nfan beTechne die Matrizen S := A/^/(id||i2) , T := A/^>(idK3) und 

•^/^^■(/)- 

(b) Mau verifiziere die Gleichung Mig^(/) = 5"^ • A/g(/) T. 
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Au^abe 29. 

Es sei / : ^ IR^ eine IR-lineare Abbildung mit der Matrix 



A/|(/) = 



(•. i -.■) 

\-2 0 2 / 



bezüglich der Staiulardbasis B = { ( 1 . 0. 0), (Ü, l,ü), (0,0, 1)} von R^. Man 
berechne die Matrix Mß, (/) für die Ba«is 

ß' = {(2,l,2),(l,2,2),(2.2,3)}. 

Aufgabe 30. 

(a) Sei f : V —*V eine Ä'-lineare Abbildung, und seien B , B' zwei Basen 
von V. Man zeige: 

if) ^ GLn(iO f Isomorphismus. 



(b) Man zeige: Die Abbildung M| : Aut(V) GLn{K), f Mg(f), ist 
ein Isomorphismus von Gruppen. 
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6 Lineare Gleichungssysteme 

Lernziel. 

Perti^Eeiten : Lösen von linearen GleichungBsjrstemen mit dem Ganfi- 

schen AlgoritliinuH 

Konntni^sc: Lösliaikoitskiitoririi. A1:^^sa•i4■n liln-i t\\o Lösnngsmengp 
von hoiuügeueii und iiihoiuogeiieu liiieiui u C ; leichuiigssysteuieu 

C' 

Sei A = ioij) € UmxniK) iind b = • | e K"". Gesucht sind alle 

V6, 



Vektoren x 



Ax = b 



e Ä", für die gilt: 

oder ausführlich (gemäß Detiiiition 5.2 der Matrizenmultiplikation für Ax ) 



m 



Wir nennen .4 ? - b ein lineares Gkichungssj/stem mit m Gleichungen in n 
Unbekaauteu xi, . . . , arn> 

6.1 Beispiele 

1. Das System AsS= 5 heifit homogenes lineares Gleichungssystem. Die 
Menge der Lösungen ist der Kern der Standardabbilduug 

lübbesüüdere ist AS = Ü lösbar, da Ü € A " stet« eiue Lüüuug ist. 

2. SeiK = IR. Das System 

y/3xi - 3x2 = 0 
a?i — \/3a?2 = 1 

besitzt keine Lösung (vgl. Aufigabe 3c). 

6.2 Lösbarkeitskriterien 

S(M< i. .1 = (aij) € M„, . JA') und f : K"* ^ ÜT"», f i4£ , die zu- 
gehörige Standardabbildung. Dann gelten 
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6 Lineare Gleichungssysteme 



1. Äquivalent sind 

(a) Das System = b ist lösbar, d.h. hat mindestens eiue Lösung 

(b) tebild(/) 





ain 



bi 



b. 



„Rang vom A — Rang der um 6 erweiterten Matrix (.^16)." 

2. Äquivalent sind 

(a) .4i^ = 6 ist universell lösbar, d.h. für jedes 6 G A '" lösbar. 
(Ii) / ist surjektiv 
(c) raug A — m 

3. Äquivalent sind 

(a) Ax = b ist eindeutig lösbar, d.h. hat genau eine Lösung 

(b) rang ..4 = n — rang {A\b) 

4. Falls m = n (n Gleichungen und n Unbekannte), dann sind äquivalent 

(a) .4^ = S ist eindeutig lösbar 

(b) raug .4 — n 

- — * 

In diesem Fall ist £ = A~^b die Lösung. 

5. Ist m < n (weniger Gleidiungeo als Unbdsannte), so hat das homo- 
gene Systral Ax = 6 stets eine Lösung / ^ (nicht triviale Lösmig). 

Beweis, zu 1., 2. 1. luid 2. gelten, weil bild(/) von den Spalten von A 
erzeugt wird (v^. 5.11) mid also 



dimjc bild(/) = rang A 



ist (vgl. 5.13). 
zu 3. Wenn das System A£ = 6 lösbar ist, so gilt 

Ax= b ist eindeutig lösbar •<=^ kern(/) [Dj 

jTe keru(/) • -1 l.r + ^i'= HO. Damitistz = ^, 

da wir sonst zwei verscliicdcuc Lösungen hätten. 
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„■^=** lasmif) = {0} =^ / iqjektiv Eindeutigkeit 

Satz 1.1 

3. folgt uuu aus 1. uud der Dimeuäiouäfurmel 

n = dimjc kßm(/) + ^ulk bild(/) = dimj? kBm(/) + rang A 

4.7 5.13 



ZU 4. Da m = n ist gilt 



laug A — II <^=>^ A invertierbar 
5.14 



ZU 5. 



m < n dimjc t>ild(/) < n 

=^ dimif kern / > 0, da n = dimjf kem(/) + dirnj^ bild(/) 

4.7 

=¥ Behauptimg folgt nach 6.1 1. 



6.3 Die Menge der Lösungen 

Sei A € UmxniK) und / : Ä"" — ► Ä""*, S i — » Ax. Das System AS=t 
sei lösbar, und es sd xo € irgendeine Lösung. Dann ist 



^0 + kern(/) :— {xq + x \ x ^ kern /} 



die Menge aller Lösungen des Syst^s; sie ist im allgemeinen kein Teilraum 
von K^^ aber ein sogenannter „affiner Unterraum". 

Insbesondere ist ein lösbares Gleichungssystem Ax — b genau dann eindeu- 
tig lösbar, weiui das zugehörige homogene Sysleni .4.? = ü nur die lri\ iale 
Lrisung .r = fl hat (und in diesem Fall gilt: Anzahl der Gleichungen ^ 
Anzahl der Unbekannten nach (i.2 5.)- 

Beweis, Ist & K"^ eine Lösung, dann folgt 

A{äli - So) = AäSi - ASq = b-b = S 
=^ xi - xo €. kern / => xi xq + keni(/) 

Ist umgekehrt xi ^ £o + kern(/), also £i = xq+x mit x 6 kern(/), dann 
gilt 

A^i = A{xo x) — Axo + Ax-b + 6— b 
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6 Lineare Gleichungssysteme 



Beispiel. 

Zu lösen ist das System 



-XI + 2x2 -H ^3 = -2 
3a:i + -8x2 + -2x3 = 4 
xi + + 4x3 — —2 



Methode: Es ist 
{A\b) = 

Ml := 

M2:= 
Es folgt 



-1 


2 


1 


3 


-8 


-2 


1 


0 


4 


-1 


2 


1 


0 


_2 


1 


0 


2 


5 


-1 


2 


i 


ü 


-2 


1 


ü 


ü 


G 




Addiere das 3-foche der 1. Zeile 
zur 2. Zeile 

Addiere die 1. Zeile zur 3. Zefle 
Addiere die 2. Zeile zur 3. Zeile 



6x3 
-2x2-1 



-xi+2i + l(-l) 



-6 
-2 

= -2 



X3 = -1 
1 

xi = 2 



6*4 Elementare Umformungen einer Matrix 

Sei A € Mmxn(^)' Eine elementare Zeitenumformung von A ist einer der 
folgenden Vorgänge: 

I) Vertauschung zweier Zeilen 

II) Multiplikation einer Zeile mit einem A € K* = K \ {0} 
ni) Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile, A 6 

Eiitäpreclieiid ist eiue eleuieiilaie SpaUcjiumformuny deliiiiert. 
Bemerkung. 

Elementare Umformimgeu ändern den Rang einer Matrix nicht (vgl. Auf- 
gabe 32a). 
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6.5 Elementare Umformungen und die Lösungsmenge 

Beiiierkuiig. 

Sei A € MmxnCi^) und h € K^, Geht die Matrix {A\^ durch elementare 
ZeilentransfiDrmationen in die Matrix (vl'lS') über, so haben die linearen 
Gleichungssysteme AS = 6 und AiS = ^ dieselbe Lösungsmenge. 

Bewfis. Eli'inentarc Zpileimiiifonmingen von {A\h) licwirkni. <lass zwei 
Gleiclmiigen Avrtansriir werden ( I). »-ine (tieiclmng mit A /- 0 mnlriiiliziert 
wird (II) oder ein Vielfaehes einer Gleichung zu einer anderen addiert wird 
(ni). Die Lösuugeu von AsS — b sind also auch Lösungen von A'jU = b'. 
Da man durch entsprechende elementare Zeilenumfbrmungen der Matrix 
(^'1^) wieder zur Matrix {A\S) zuriidc kommen kann, ergibt die gleiche 
Argumentation. da.ss die Losungen von A'S = a auch die Losungen des 
Systems Ax = b sind. □ 

Elementare Spaltenumformungen verändern die Lösungsmenge. 

Spaltenvertauschungen kann man zur Löstmg benutzen, muss aber dann 
die Unbekannten entsprechend umnunnncricrcn. 

6.6 Gaußscher Algorithmus (m = n = rang A) 

Sei A € M„xn(i^ ) und rangi4 = n. In diesem FleJl ist das lineare Glei- 
diungssystem AS = b eindeutig lösbar (vgl. 6.2 4.), und in jeder Spalte von 
A gibt es ein Element ungleich Null. 

1, Schritt Wir starton mit der NFatrix (A\b) und erreichen durcii Zeilen- 

vertan^cliungcn (falls nötig) da.s^ iin / 0 ist. Addiere das — ^-faehe 
der ersten Zeile zur <-ten Zeile füi- i — 2, . , . , //. Wir erhalten eine 
Matrix der Form 

K \ 

b'n ) 

2. Schritt Dun-l» eventuelle Zt'ilenvertaiuschung mit einer Zeile, die un- 

gleich der 1. Zeile ist (beachte: rang .4 — n). stellen wir sicher, dass 

aoo ?^ U ist. Addieren wir nun das — -^-fache der 2. Zeile zur i-ten 
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nn 



Copyrlghted matBrial 



82 



6 Lineare Gleichungssysteme 



Zdle fuu- jedes i 7^ 2, dann ergibt sidi eine Matrix der Form 



0 
0 

V 0 



0 

0 



0 



<3 

a'2'3 



K ) 



Wir it<'i ieren nun dieses Verfalii^Mi. Da ran'^ .1 /( ist. können wir im A:-teu 
Schrill stets durch eventuelle Zeilenvertauschung unter den Zeilen k. . . . ,n 
errciclicn, dass daa Elemeut au der Stelle (fc, k) ungleich Null ist. SchlieÜlich 
CTgibt sich eine Matrix 6ist Form 



•11 



0 



V 0 



0 



K ) 



Nach 6.5 ist die Lösung von Ax — b gegeben durch 



Xi = — j- Vi = 1, . . . , n 



6.7 Verfahren zur Inversion einer Matrix 

Sei -4 €. GL„(A). Dann ist raug l n (vgl. 5.14). Wenden wir die Umfor- 
mungen aus 6.6 auf A an und multiplizieren am Schluss die i-te Zeile mit 
so erhalte wir die Einheitanatrix En 



n 0 



0 

0 ly 



Wir erhalten nun A ^ indem wir alle elementaren Umformmigen, die ^4 in 
En überfiihrt haben, in derselben Reihenfolge auf En anwenden. 



Beispiel. 



-( 



0 



(0 ~4) 




jZi (1 ü\ 



E2 
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E2 



= lo ij 1) 

\-T3 15/ 



(4 

(vg^. Beispiel in 5.7). 



6.8 Gaußscher Algoritlimus 

Sei i4 € Mmxn(A^)- Um das System AS = 6 zu lösen, führen wir solange 
elementare Zeilenumformmigen der Matrix (i4|^ durch, bis die Gestalt 



flu * 


* 


* 


« * « * 


• ' * 


0 


• • 






♦ 
* 




* 








0 


. 0 a'ff 


* 




. . * 


0 


. ... 0 


(1 


* 

* 


. . * 


* 

. 0 .. 


. ... 0 


0 


* 


* 



mit a^j ^ ü liii- i — i, . . . , i 



erreicht ist. Durch Vertciuschun«^ der Spulten / f können wir das 

Verfahren f )rtsetzen. niüsseu daun al u-r die Uiilu-kaiiuteii entsprechend um- 
uumiueriereii. Schließlidi erhalten wir eine Matrix der Furm 



0 *■. 


♦ 

. 4 


* ... 

• 


... * 


* 


• • 

, « 

ü ... 


* 


• 

* ... 


• 

... * 




0 


0 


0 ... 


... 0 




• 

0 


0 


0 •.. 


... 0 





mit ^ 0 für « = 1, . . . , fe. 

Der Rang von A und die Lösbarkeit des Systems lassen sich nun einfach 
ablesen: ranj^ .1 = k , imd Ax = 6 ist lösbar genau dann, wemi V^^i = ••' = 
= 0 (vgl. 6.2 1.). 
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6 Lineare Gleichungssysteme 



Beispiel. 

Sei 



Es folgt 



{A\b) 



Z2—Z1 



Za+Za. 



A = 




0 


0 


1 






1 


2 


1 


0 




1 


2 


2 








2 


2 








2 
0 


1 
1 


i') 










2 


2 


0 


( 


0 


-1 


0 


() 




0 


1 


0 


1 



Es fül»;i. (la-ss rang . l = 2 uud rang(yljfc) — 3 ist. Das System ist deshalb 
nach 6.2 1. nicht lösbar. 

Lernerfolgstest . 

• Sciiieibeu Sie das folgende Gleichungssystem in der t'onu 
A£ = i und diskutieren Sie Lösbarkeit, Lösungsverfahren 
und LöBungmneng^: 

2*1 + 3x2 — aca = 6 
-4x1 I 4i3 = 2 

6x1 — 5x2 H- 5xa = —2 

• Schildern Sie das Prinzip des Cuiß- Al^,orithnius. 

• Aufigabea 31-35, im Auigabeuf^ool Absclinitt 6 



6.9 Übungsaufgaben 31 - 35 

Süfeni nicht anders vermerkt, beziehen sich die folgenden Aufgaben auf den 
Körper IR. 

Aufgabe 31. 

Problem aus einem Aitchiuesischen Matbeumtikbuch: 
Wieviele Hähne, Heimen und Küken kann man für 100 Münzen kaufen, 
wenn man insgesamt 100 Vögel haben will, und ein Halm 5 Münzen, eine 
Henn<' 3 Mün/i n und drei Küken 1 Münze kosten? Die 100 Münzen sollen 
hierbei vollständig verbraucht werden. 
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Man stelle ein passendes lineares Cloichungssysteni auf und gehe eine 
siing cWescs Systems an, die aueli das Problem löst. Man ermittle dann die 
Menge aller Lösungen des Systems. 

Aufgabe 32. 

Sei K ein beliebiger Körper. Man zeige: 

a) Geiht eine Matrix B € Mmxn{K) durch elementare Umformungen aus 
einer Matrix A € Mmxni^) hervor, so gilt rang(B) — rang(i4). 

b) Jede m x ivMatrix kann durdi elementare Umformungen in eine m x n- 
Matrix der Form 



C = 



0 



Ü 

ü 



Cl2 



0 
Ü 



Clr 



Cln\ 



C,,> 

Ü 



\0 ... 0 0 
gebracht werden mit Cü ^ 0 für i = 1, . . . , r. 



0/ 



r . 



c) Es ist raiig(r) 

BemerA'Ting:. Aufgabe 32 liefert ein Verfahren zur Bestimmung des Ranges 
einer Matrix. Man bringt die Matrix durch elementare Umfonnungeu auf 
eine JMatrix der Gestalt C und kann dann den Rang direkt ablesen. 





Aufgabe 33. 

1 2 3 

Es seien A= j -1 1 1 -1 

3 3 4 1 



a) Man bestimme rang(.4), rang(.4|A) \md rang(.4|e') . 

b) Man bestimme die Dimension des Lösungsraumes 

lA:={^eR*| A^=ff} 

und löse das homogene Cleichungssystem Ax = 0 . 

c) Man ermittle jeweils die Lösungsmenge der Gleidiungssysteme Ax = b 
und Ax = c. 
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Aufgabe 34. 

In A1>linncrjgi{eit von t € IR bestimme man die Lösmigsmenge des Glei- 

c-hungs.syHtonus 

f j'i I .^2 + J-3 = 1 
Xi + tX2 + X3 ~ l 
Xi + X2 + tXs = 1 . 

Aufgabe 35. 

(a) 1" ür zwei Matrizi'ii .4. H € M„»,|(A) zeige man: 

raug(^ • B) < raiig(^) und rang(.4 • B) < v«ag{B) . 

(b) Man zeige: Sind R 6 GL,„(A'), T € GL„(A') imd A € Umxn{K) , so 
ist 

rane{R A T) = raiig(A) . 
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7 Die Determinante einer n x n-Matrix 

Lernziel. 

Fartj^seitein ; Berechnung der Determinante einer n x «»-Matrix für 
n < 4 ohne Taschenrechner udei Computer. Lösen von linearen Glei- 

chiiRssystpmoTi mit Cr n morscher Ri'<;el. soweit niTiuilii ]!. 
Kemitiiisse : Dehiiitiou uud Eigeiiächafteu der Determinante 

Beispiele. 

1. yi = ( I € M2x2(Ä') =^ detA := 011022 - 012021 € K 

\a2l 022/ 

2. Surrassche Regel: 

/«II "12 Ol.A 
A - I 021 (122 «23 I € M3x3(A') 

\a3i 033/ 

detA= ''ll''--'^33 + O12O23O3I + «21032013 g 
"013^*22^31 ~ Ö12<221Ö33 ~ O23Ö32OII 



det .4 ^ 30 + 42 - 18 - 24 = 0 



7.1 Definition der Determinante 

Die Determinante einer n x n-AIatrix wird durcli den folgenden Satz defi- 
nio't. 

Satz. 

Es gibt genau eine Abbildung 

det : M„xn(.A J — *■ K, A 1 — > det A 
mit den Eigenschaften: 

1. det ist linear in jeder Zeile 

2. Ist nnv^ A < /i, so ist det A — i) 

3. det En = 1 

Wir nennen det A die Determinante von A € M„xn(^) UQ<1 «l^^ Deter- 

riiiiiajite. 

Der Beweis des Satzes erfolgt in 7.3 und 7.4 unten. 
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7 Die Determinante einer n x n-Matrix 



Bedeutung von 1. Seien zi, . . . , Zn die Zeilen von A € Mnxn(-K^)* Dann 
lägst dcfa A schreiben als 



i4 = 




und 1. bedeutet: 



det 



/ ^1 \ 



+ < 



V / 



= det 



+ det 



j 



imd det 



( 



= Adet 



fi'ir i ^ 1 ;? und A e /\'. An don mir Piniktcn versehenen Stellen sind 

dabei die Zeilen von A unverändert übernt)innien. 



7.2 Eigenschaften der Determinante 

Lemma. 

Sei det : M„^;„(A') — * K eine Abbilduiuf mit den Eigenschaften 1., 2., 3. 
aus 7.1, und seien A^B € MnxH(A). Da7in gelten 



a) Geht B aus A durch Addition des X-fachen einer Zeüe m einer änderten 
hervor, dann giU 



det ß ^ det A 



b) Geht B aus A durch MuÜipUhiUon einer Zeile mit X^K hervorf dann 
güt 



det B = Adet .4 



c) Geht D aus A durch Vci tauschung zweier Zeilen hervor, dann gilt 



det ß = - det .4 
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Beweis, zu a) Ist 



/ ^1 \ 



Zi 



A = 



und B = 



Zj + Xi 



dann folgt 



det B = dct .4 \ A det 

7.1 1. 



— dct A. da raiie : < n. 
7.12. 



Vgl. 5.15. 



zu b) Die Bdiauptung folgt direkt aiis 7.1 1, 



zu c) Ist 



/ \ 



, ^1 = 



( -1 \ 



\ ^ / 
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7 Die Determinante einer n x n-Matrix 



C = 



Zi + Zj 

♦ 
* 

Zi 4- Zj 

\ / 



dann folgt del A = det Ai , det ^ = det Bi und 
7<2>& 7.2.a 

deti4i + detüi = detC = 0 
7.1.1 7.1,2 



7.3 Beweis der Eindeutigkcitsausbage in 7.1 

St'icii (lt>i. dt't' : M„ v„(/\ ) — K zwei Aliltildungeii mit den Eigenschaften 
1., 2., 3. aus JA, dann ist detA = det' A für jede Matrix A € Mnxn(-^)* 

Beweis. Ist rang ^4 < n, dann ist nadi 7.1.2 det A = det' A = 0. 

Sei rangA = n. Nach ß.fi und 6.7 können wir A durch elenientare Zeile- 
imiiifünimngen in die Einheitsniati Lx E„ verwandehi. Da det E,, 1 = 
det' En nach 7.1.3 giU und wir die elenientan- Zfilenunifornmngen wieder 
rückgängig machen können, folgt mit den Rechenregehi aus 7.2 detyl - 
det'A. □ 



7.4 Laplacescher Entwicklungssatz 

Definition. 

Für A £ M„xn(^) bezeichne Aij die aus A durcli Streichen der i-ten Zeile 
nnd j-ten Spalte entstehende (n — 1) x {n - 1)-Matrix. 



Beispiel. 



f'n "12 "13 

A = I a-ji «22 "23 
lasi 032 033i 



dann folgt 



An = ('''^ A21 = ""'A .431 = "'^1 

\032 «33/ \032 «33/ 023/ 
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det A — an det An — an det X21 + 031 det i43i 

= 011022033 - 011032023 

— 021012033 + 021032013 + OS1O12023 — 03102201S 



Satz. 

Es gibt gtuüu eint Abbildung det : Al„xn(-^^) — * '"'^ Etgetischaften 
1, 2, 3 aus 7.1. Man kann detA indvkHv durch Entwicklung der j-ten 
Spalte berechnen, d.h. es gilt die Formel 



det A - ^(-l)'^-'ay det Aij 



i=l 



für jedes j = 1, . . . , n. Ausgeschrieben bedetttet die Formd 

det A = (-l)*+-^oij det Aij + --- + (-l)'»+^Onj det An, 
für jedes j — 1, . . . , n. 
Beweis durch Induktion nach n. 

n = 1 Setze deto := o Vo € K. Dann die Eigenschaften in 7.1 erfüllt. 

n > 1 \\ ir iH'luncn an. ilass t's l'ür [n 1) x {11 - 1 )-Matriz<'ii fino Dt>ter- 
niiuaiito gibt. \\ ir wälilcu ein j G {!,..., n] aius und dchnicren det .4 
durch (♦) für jedes A 6 MnxnCA'). 

Zu zdg^n: Die so gewonnene Abbildung det hat die Eigenschaften ly 
2, 3 aus 7.1. 

zu 1.) lel ist linear in jeder Zeile, weil dies für jeden Suuuuaudeu 

in der Entwicklung.sfornicl (*) gilt. 

ZU 2.) S«M A € M„y,,(A') und rang .4 < n. 

Zu zeigen del ,4 = U. Ist rang .4 < /; dann litlgl ans 5.15, dass 
Zcilciiraug A < n ist. Nach 3.2 gibt es dann enie Zeile Cj von A^ 
die Linearkombination d^ anderen Zeilen ist, also 

Zi — XiZi + • • • + At_iZ{_i + Xi+lZi^i + ■ • ■ + XfiZn 

mit A|, . . . , An € K. 
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Eb folgt: 



det A = det 



i-te Zeile 



«1 



= det 



AiSi H 1- Ai_iÄi_i + Ai+i^i+i H 1- An«n 



2^ 



/ «1 \ 



= Aidet 



+ • • • + Ai_i det 



i-te Zeile 



+ Ai^-i det 



H 1- An det 



«— i-te Zeile 



\ 2n / \Znß 

Die Behauptung ergibt sidi nun aiis folgender Eig^ischaft 2^. 
Lemma. 

Es gilt 2': Sind in einer Matrix B e Mnxn(/0 Zeilen gleich, so 
ist det B = 0. 



Beweis. In B = {bij) seien die fc-te und die ^-te Zdle gleich, und 
es sei ohne Einschränkung k < t. Mit Ausnahme von detB^^- und 

detJB^j sind dann narh Induktionsvoraiissetzimg alle DrtiTminanten 
dot Bjj = 0 (wvil die Matrix Bjj für i ^ k^l zwei gleiche Zeilen hat 
und also rang Bij < n - i gilt) . Es folgt 

detß = (-l)*+^6ikj detßifej- -h (-1)^+^6^^ det B«,- 

= (-l)X'((-l)*detß*i + (-l)'detß<,) 
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ht t = k I 1, so annulieren ddi die Siunmanden in den Klammern, 
und es ist det B = 0. 

Vergleichen wir nun die beiden Matrizen 





( ] 




( ) 






-k-\ 












und Btj = 




mit 4 = 4 

































dann können wir Bkj durch t—k—l Zeilenvertausdiungen in Btj ver- 
wandeln. Na( h Induktionsvoraussetzung und 7.2 bewirkt dies gerade 
l — k—1 Vorzeichenwecbsel. Es folgt 

{-ifdütBkj + (-l)'detB£j = (-l)*(-l)'-*-Metßf^ + (-1)' dei Bfj 

= (- 1)* ^ ^ ^ det Dt , + ( 1 )' . let Dij 
= ((-!/-' + (-1)') det ß,^-U 

und damit det B = 0. □ 

zu 3.) Für die Einheitsmatrix £„ beredmoi wir (*). Es ergibt sich 



detf;„ = (-ly+ÜdetJE;, 



= 1 

Ind. Vor. 



=1 



7.5 Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrbc 
Folgerung (aus 7.4). 

Ist A € M„xn{K) eine obere Dreiecksmatrix, das heifit 

«In \ 

»n-l.n 
Onn / 
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so ist det A das Produkt der Diagonalelraiente 



det A = flu • • ■ a, 



Dit^i gilt inslx'M K'ir aiu li für I)iH^(jiialinatrizni. 

Beweis. Der Be\\'eis ergibt sich duich Induktion nach n und Entwicklung 
uach der ersleu Spalte. □ 

Beispiel. 

'I 2 3^ 





2 






2 






1 






1 






i 






Ü 





1 y 

Nach 7.2 und 7.5 folgt det A = 1 • 1 • (-1) = -1, 

• Berechnung von detil durch Entwicklung nach der ersten Spalte 

det^=ldetg y-2det.4g gj+'^^'^G 3 
= 21 - 2 • (-15) +4 . (-13) = -1 

• Weitere Möglichkeit der Bereclumug von det A. Es ist 



det A =2 det | U 1 -5 



1 2 3 
U 1 -5 
.0 1 -6i 



(1 :«)=-' 



= 1 • det I : : I = -1 

7.6 Kriterium für invertierbare Matrizen 

Sei A € Mnxn(-^)< Dann sind äquivalent: 

i) A ist invertierbar 

ii) rang .4 = n 
Iii) det .4/0 

Beweis. I) U) vgl. 5.14 

ii) =^ iii) Ist rangA = n, so kann A wie in 6.6 diudi elementare Zei- 

lemimformungen in eine Diagonahiiatrix überfuhrt werden mit lau- 
ter Diagonalelementen ungleich Null. Nach 7.2 imd 7.5 ist damit 

detyl / 0. 

iU) =^ U) Dies folgt aus 7.1 2. 
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7.7 Determmante der transponierten Matrix 
Satz. 

Ist A € MnxniK), BO ist 

deti4 = det*A 

In^tesondere können wir det A audi durch Entwicklung nach der i-ten Zeile 
berechnen. Es gilt 

n 

det A = ^(-l)*+^ay det Ay 
£=1 

für jedes i = 1, . . . ,n. Ausgeschrieben bedeulet dies 

det A = (-l)'+^aii detail + • ■ + (-l)*+'*ai„deti4<„ 

für jedes « = 1» . . . , n. 

Beweis. Definieren wir Linearität in einer Spalte analog wie in 7.1, dann 
ist die durch (*) in 7.4 gegebene Abbildung 

det : JMnxM^A) — * ^' — ' ^let A 

auch linear in der j-ten Spalte für j = 1, ...,n, drini in der Spaltenent- 
wicklungsformol 7.4 häno;on r\\c ^^atrizen Aji, . .*,Ajn nicht von der j-ten 
Spalte ab. da diese gesl riehen wurde. 

Da die Spalten von .4 die Zeilen von '. l sind, folgt , dass die Al>l>ildmig 

linear in jeder Zeile ist und damit 1. aus 7.1 erfüllt. Sie erfüllt auch 2., denn 
nach 5.15 ist rang .4 - rang '.4. Au< li :j. ist erfüllt . da 'E„ E„ . Da det nacli 
7.3 durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, folgt det^A = det A 
für alle A € M„xn(A'). □ 

7.8 Muitipiikatioussatz füi* Determinanten 
Satz. 

Sind A,£ € MnxnC-^) dann giU 

det(Aß) = (detA) • (detß) 
Insbesondere gilt: Ist A invertierbar, so ist 

(detA)-* = detA-* 



An.\U-TMCI1E OBOMBTIUE und LlMBAKB ALOKBRA I, UMlVKKSirÄ'l GuniNUK» 2UU5/21HJ6 



Copyrlghted matsrlal 



96 



7 Die Determinante einer n x n-Matrix 



Beweis. Ist rangß < n, Im:! ist det ß = 0 nach 7.6, und es ist audi 
rang(.4ß) < /? , (denn andernfalls wäre .1/^ invt rt iorhar nach 5,14 und 
daluT auch B , wfus rang B = n nach 5.14 zur Folge hätte). 
Es folgt 0 =^ det(Aß) = det A • detß . 



=0 



Sei B fest gewählt mit rang B = n. Dann ist nach 7.6 det B ^ 0. Wir zeigen 
nun, daas die Abbildung 



/ : M„x»(/v) ^K, (detß)-^dct(.lß) 

die Eigeiis( haften 1., 2., 3. aus 7.1 erfüllt. Mit der Eindentigkeitsaussage au.s 
7.3 folgt dauu det A = f{A) = (det B)~^ det(i4ß) und also die Behauptung. 



zu 1.) Pür 



folgt 



also 



C:= 



/ ^1 \ 



Zi + z'i 



/ ziB \ ( ziB \ 



CD - 

5.2 



(5i + m 



ZiB-\-z[D 



\ ZnB J \ Zr^B J 



det(Cß) =^ det 



+ det 



VnBl 



= det 
5.2 



B 



+ det 



B 



\ VnJ I 
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Durdi Diviäon mit (det B) ^ folgt hieraus 





( ) 












T ~, 

• 












♦ 

\ ^ ) 











Analog ergibt sidi 











/ 




A/ 













zu 2.) Ist rang/l < n, dann ist nach 5.14 auch rangi4B < n und damit 
det AB = 0 nach 7.6, insbesond^ f{A) = 0. 

zu 3.) 

/(£„) = (detB)-* 6st{EnB) nach Def. von / 
= (detß)-*detB= 1 



□ 



7.9 



Kästchcmcgel 



Satz. Sft A E Mr . r( A'). ^' c M„_r ■ „-r(A'). Djc NuUmatiix Q 

und die Matrix B seien von jjus.si iidt-m Format. Dann gilt: 



det 



(det yl) (detC) 



Bevoeis, Schreibe die Kastchenmatrix als Matrizenprodukt in der Form 

f A\B \_f E,\B \ l A I 0 \ 

V 0 |c ; - V 0 I c y * V 0 I E^-r ) 

Entwidduug lio linken taktur.s nach der ersten Spalte und dt^s rix'lilen 
Faktors nach der letzten Zdle sowie jeweils Induktion ergebe 



det 



Er 


B 


Ü 


C 



ilct C und det 



A 


0 


ü 


Ej\ — r 



detA 



und also nach dem Multiphkationssatz 7.ä die Behauptung. 
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7 Die Determinante einer n x n-Matrix 



Bemerkung. 

Es gibt noch andere Methoden, die Kä.stelienregel zn lieweisen. wie z.B. die 
Matrizen A nud C durch elementare Zeilennnifonnnngen vom Tvp (i.l.III 
jeweils auf die CJe,stalt einer oberen Dreiecksmatrix zu brmgen imd dann 
die Regel 7.5 anzuwenden. 

7.10 Methode zur Berechnung der invers^ Matrix 

Satz. 

Set A = (a»j) G M„x«(A ) nnd c let .1 ^ 0 dann gilt 



A-^ = —B 
detA 



Woih i B = {hij) 6 Mnxn(A') mit 



ftij. = (-l)*+idet4 



Beweis. Wir zeigen AB = det A • En- Es ist AB = (cij) mit 

!: Ii 

Cij = 2_] ^kbkj = zZ <***(— l)*"*"^ det Ajk (nadi Definition von B) 

5,2 



A-1 



A-1 



= det i4' (Entwicklung nach der j-ten Zeile 7.7) 

wobei i4' aus A entsteht, indem die j-te dui"ch die i-te Zeile ertsetzt wird, 
also 



/d 



detA fiirt = i 

f{ir t ^ da in A' zwei Zeilen gleich sind 



Beispiel. 

Damit ergibt sich für A 



detA = 13 



^ J_ / det All -det A2A _ J_ / 1 A 
~ 13 V-detAi2 detA22 / 13 1,-8 5/ 



vgl. Beispiele in 5.7 mid ü.7 
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7.11 Cramersche Regel 

Ist A eine invertierbare n x n-Matrix, so lässt sich ein lineares GlcitrhungH- 
system Ax = b mit Hilfe der Cramerschen R^el lösen. 

Satz. 

Sei A = (o;/) € CiL,,(/\ ). Ddiiii ist litis lineare (!leichiinqsi/sti in A.r — i) für 
jedes b € A " eindeutig lösbar (vgl. 0.2 und 7.6), und die Lösung ist gegeben 
durch 



X2 = 



det A 



öetA 



det 



det 



bn an2 <»nn> 
''oii 6i ai3 ••• Oin 

\Clnl bn a„3 • • • Onnj 



Xn = 



deti4 



det 



Oll 




Beweis. Sei £ = 



die Lösung des Systems 



+ Olnffn — bi 
+ Onn«f» = bn 



Sind 



¥1 = 















VlulJ 




\<JnnJ 



die Spalten von A, dann folgt 

XiSi ■{ 1- XnS'n = b 



AnAU-TMCHE OBOMBTIUE UNU LiNKAKK ALUKBKA I, UMIVKKSIIÄT GuniNUK» 2UU5/21HJ6 



Copyrighted matBrial 



100 



7 Die Determinante einer n x n-Matrix 



und also 



arisi + • • • + XiSi - 0 + 1- XnSn = Ö 



insbesüudere sind also die Vektoren s\ , . . . . — b s", linear abhängig 

für t = 1, . . . , n , und damit sind auch die Spalten der Matrix 



Bi:= 



an 



Xiüii — bi 

* 

» 

XiOni - bn 



Ol, 



a 



nnj 



linear abhangig für i = 1, . . . , Nadi 7.6 folgt det Bj = 0 für « = 1, . . . , n. 
Für i = 1, . . . , n erhalten wir 




— xi det A — det 

7.7 



■ «It-l frl «In 

« » • 



da det lineai* in der i-ten Spalte i^t, und es folgt die Behauptung. 



7.12 Die spezielle lineare Gruppe 

Bemerkung. 

Die spezielle Uneare Gruppe 

Shn{K) := {A 6 GL„ I det A = 1} 

ist eine tJnteroriip]ir von GLn{K), der Gruppe aller invertierbaren nxn- 
Matrizeu über A (vgl. 5.7,1). 

Beweis. • Sind AjB € SLn{K)y so sind auch AB und A~^ € SLniK). 
Dies folgt aus 7.10. 

• Fbmer ist SLniK) ^ 0, da € SLn{K) 

□ 
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7.13 Die Determinante eines Endomorphismus 

Sei V ein endlich dimensionaler ÜT-Vektorraum und sei / : V — *■ V eine 
üC-lineare Abbfldung, das heißt ein Endomorphismus von V. Wähle dne 
Basis B von V und setze 



det/:=detMgC/) 



Diese Deßuitiuu ist unabhängig von der Basiswahl, wie sich gleich zeigt. 
Satz. 

det / »3^ UTtabhängig von der WcJU der Basis B, 

Beweis, Sei B' eine weitere Basis von V. Dann gilt nadb 5.9 

U%{S) - iMg(/) r mit r = U%,{vX). Es folgt 

detMg;(/) = det(r ^ Mg(/) T) = detT-i.detM|(/)-detT = detMg(/) 

□ 

Bemerkung. 

Sei V ein endlich diiueiisiuiialer A-Vekloirauin uud sei / : V — » V eine 
ÜT-lineare Abbildung dann gilt 



/ ist ein Automorphismus det / ^ 



Beweis. Es gilt: 

/ ist ein Automorphismus 

\[^(f) ist iuvertierliar (uarli 3.7.2) 
det / - detMg(/) ^ 0 (nach 7.6) 



7.14 Zur Bedeutung der Determinante 

Wie wir ohea gesehen hab«i, kann die Determinante rocht nützlich bei der 
Lösung von linearen Gleichungssystemen sein. Darüber hinausspielt sie eine 
entsrlipiden'le Rolle in der Eigenwert theorie, <lie wir im nächsten Kapitel 
kennenlenit'u werden, imd dient zm Definition des Begriffs der Orientitruity 
von R-Veklorrämneu. Ferner kauu mau mit Hilfe der Determinante den 
nächeninhalt eines Parallelogramms und allgemdn^ das Volumen eines 
ParaUelotops im IR" ausredmen. Auch in der Analysis begq^t man der 
Determinante. Wir gehen hier noch kurz auf die Begriffe Orientierung und 
Volumen ein. 
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Ori^tieruDg von reellen Vektorräumen 



Abbildung 13: x' = \x mit x^x^ € und det A > 0 

In IRi; 

Es sind .r und x' (/hich orientiert, da x' — \x mit dot A > d (Bi'achtt:' 
dabei, dass A — del A E R gilt.) Es sind y' gleich ünentieit, da y' ^ Xy 
mit detA > 0 gilt, und y,x sind nicht gleich orientiert, da j/ = mit 
det A < 0, A € R. Diese Vorstellung von Orientierung in R^ können wir auf 
einen endlicb-dimensionalen R-Vektorraum übertragen. 

Definition. 

Sd V ein R-Vdctorraum mit dimp V = n. Dann heißen zwei Basen B und 
& von V gleich orientiert^ wenn für die Matrix des Basiswechsels gilt 

detMg,(id) >0 

Wir schreiben daim B B' . 

Behauptung ist eine Äquivalenzrelation> dJi. 

1. B^B 

2. B--B' =^B' r^B 

3. ß ~ und ~ =>. ß ~ B" 

Beweis, zu 1.) Es ist Mß(id) — En nach 5.4.3 und det£„ = 1 > ü nach 
7.1. 

zu 2.) Sei T : Mg, (id). Dann ist M|'(id) = T'^ nach 5.8. Ist detT > 0, 

so folgt detr-^ = a^>ü. 

zu 3.) ibt iMß.(id) Mß»(id) = Mß/^id) vuid damit 

5.6 

detMg,,{id) - detM|,(id) detMg/(id) > 0 
>o >o 

□ 
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Eine Äquivalenzklasse von Basen heifit OrimUerung von V. 
Definition. 

V heifit orientierter R- Vektorraumy wenn eine (geordnete) Basis B von V als 

positiv orientiert an^ v ' i' lnipt ist. Alle I^hm ii. die zu B ^eicfaorientiert sind 

(al.stj in der .spHkmi Aquivali'uzklasso liri^i'u) hoißiMi dann positiv orientiert 
und die andeieii uiijuiiv orientiert, lin R" sei stets die Standardbasis als 
positiv orientiert ausgezeichnet. 

Orientiemngserhaltende Automorphismen 

Sei V ein endlich j?-dimensionaler orientierter R-Vektorrauni. Dann heilet 
ein Automorpliisuuis / : V V orientierungserhaltend, wemi / jede Basis 
von V in eine gleicfaorientiorte Basis überführt. 

Bemerkung. 
Es gilt 



/ ist orientierungserhaltend 



det/> 0 



Beweis. Sei B — {v] v,,) i^uw iJasis von V und sei B' = (r'| , . . . , 

mit f{vj) — v'j für j — 1. . . . . //. dann ist auch B' eine Basis von V nach 
Aufgabe 20, da / bijektiv ist. Nach 5.4 gilt Mg(/) = Mi,{id), also 

det/ = detAlg(/) > 0 detMg,(id)>Ü ^ B <^ ß' 



Insbesondere ist / orientierungserhaltend weim / eine Basis von V in eine 
gleichorientierte Basis überfuhrt. 

Folgerung. 

Sei Vi (au, 021, . . . , fl„i), . . . , t'„ ^ (ui„, a2„, . . . , a„„) eine Basis von R**. 
Tragen wir als j-te Spalte ein, so erhalten wir eine Matrix A = (ojj) E 
Mnxn(R) mit deti4 7^ 0 nach 7.6. Es gilt dann 



B — (üi, . . . , Vn) ~ Standaidbasis 



det >l > 0 



Beweis. Sei 

/x\\ /.ri 

fA : R" — ^ R", : h-^ >1 

die zu .4 gelnhende Standardal)bildung. Sie ])ildet gerade den j-ten Staur 



dar<lbaNis\ ekt< ir auf die j-ie Spalte ab (vgl. 5.11), und es ist det j4 = det/>i. 
Die Behauptung folgt nun. □ 
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Die Determmante als Völuinen 

Sei V = IR", und seien vi , . . . , t'„ Vektoren in V. Dann heifit die Menge 



P{v\, . . . , V«) := {Xivx + • • • + A„tJ„ I 0 ^ Ai ^ 1 für t = 1, . . . , n} 



das von vi, . . . , tfn angespannte Parallelotop im R**. 

Wit definiere das Volumen von P{viy . . . , v») als den Absolutbetrag 

|det(t'i....,r,.)| 

(hierbei wird Vj wie obeu als J-te Spalte einer n x n-Malrix aul'gefaäst). 
Beispiel. 

Sei ri r„ die Staiidardhasis in K". Darm ist |di'tyi,,, | - |1| = 1 das 

Vokuueu de» n-dimensionaien „Einlieitswürfelü" i\ei, . . . , e«). 

FlMcheninhalt eines Parallelogramms 

Sei V = R'^. Wir berechuen den Flächeninhalt des Parallelograimiis 
P{vuV2) = {Xivi + X2V2 I 0 < Ai, Aa < 1} 



Vi + V2 




Abbildung 14: Parallelogramm 
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Es ist 



Vi = At7| = A(co6 a, sin a) 

rf2 = fiV2 = //(cos/?, sin/?) 

Fül- U ^ /i — tt ^ TT folgt 

F' = l.V=1.5in(/?-a) = detf'^" '^i) >0 

mit Hilfe des Additionstheorems sin(/3— a) = oosasin/? — sinaoosi^. Es 
folgt mit h = fih' 



F = Xfif ^ dct 



(Aoosa Asina\ 



Berechnen wir F als Volumen eines Parallelotops in R^« wie oben für jedes 
n > 0 angegeben, dann erhalten wir mit vi = (ai, 02) und »2 = ^) 



F = |det 
Lernerfolgstest. 



\02 62/ I 7.7 



7 I V^l 



• Berechnen Sie det 



0 ^) 



und det 




• Was ist die Kastchenregel fOr eine Matrix der Form 



• Gilt immer noch eine Kastchenregd, wemi auf die Nullmatrix aJs 
Kfistdien v^zichtet wird? 



• Geben Sie die zu 



(-1 3)' 



inverse Matrix an. 



• Auf wolchcn Typ eines linearen Gleichungssystems ist die Cramer- 

s< h«' Rt'gel cinwendbai? 

• Aufgaben 3G-43, iiu Aufgabenpool Abschnitt 7 



7.15 Übungsaufgaben 36 - 43 
Au%abe 36. 

Man prüfe, ob die folgenden Matri/eu über R inverti^bar sind, und bestimm 
me gegebenenfalls die inverse Matrix: 

/O 1 2 3\ /l 2 -5 4 \ 



A = 



B 



12 3 1 
2 3 15 
\3 4 5 6/ 



, c= 



2 1 

3 U 

Vi -1 



-1 U 
1 2 

4 -4y 
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7 Die Determinante einer n x n-Matrix 



Aufgabe 37. 

(a) Man berechne die Det^minante der Matrix 

/3 4 2 1\ 

2 1 :i 5 



A = 



€ M4x4(R) 



U 1 1 2 
\1 2 4 0/ 

(b) Man zeige mit Hüfe des LAPLACEschen Entwicklungssatzes, dass für 
a;,y € Rgilt: 

/ X y 0 1 \ 



det 



-y X -1 0 
0 1 X -y 
\-l Ü X ^ 

Aufgabe 38. 

Gegeben seien über R die Malrix A luid der Vektor 6 mit 





Zur LüMiu'^ ilr,-> liu' ';u ;'u Cilr-ii.-liuiigt.;5yt.iems Ax = 6 benutze man 

(a) Ch amkUm Ih! Hegel und 

(b) den GAUSSschen Algorithmus. 

(c) Mfin bestinnae die inverse Matrix und verifiziere die Gleichung 
A b = X für die unter (a) und (b) gewcnmene Lösung S. 

Aufgabe 39. 

Man untersuche, ob die Matrizen 

(l 1) ' (-1 -l) ' [-1 -l) ^"^'^ {-1 ~l) 
«ne Basis des R-V^torraums M2x2(R) bilden. 
Aufgabe 40. 

hl Abhängigkeit von t € R bestimme man die Losungsmenge des Glei- 
diungssystems 

a?i — a;2 + afa + (1 — t)x4 = 1 

txi — (t + 1)X2 — ^X4 = t 

X1+X2 + {2t + 1)X3 + (IH- t)X4 = . 
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Aufgabe 41. 

(a) Man bestimme alle 2 x 2-Matrizeii über IR, die zu sich selbst invers 
sind. 

(b) Sei A € iA2xi{K)f und sei die NuUmatrix. Man zeige, dass fiir jedes 
A € if gilt: 

dßt(AE2 - A) = . 

Aufgabe 42. 

(a) Seien {xi,yi), (0:2,2/2) und {xs^ys) drei Eckpunkte eines ParaUelo- 
gramms P in R^, 

Man zeige: Der Flächeninhalt von P ist gleicfa dem Betrag der Determinante 

A «1 yi\ 
det I 1 X2 1/2 I . 

(b) Man bcstiinuie den FlächcniuhiUt Fi eines Parallclogiamms in R^, 
das die folgenden Eckpunkte besitzt: 

(-3,2), (1,4). (-2. -7) fiir Pi , (1.1), (2,-1), (4. 6) für P2 , 
(2,5), (-1,4), (1,2) für Ps und (1,1), (1,0), (2,3) für P4. 
Aufgabe 43. 

(a) Man berechne die Determinante der Matrix 

und bestimme die inv^rse Matrix T~^. 

(b) Man bestimme alle a: e R, für die die Matrix 

^ \a;(l + a;) 1+x ~^ / 

ortliogunal ist, d.h. für die *TT = En gilt.. 
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8 Eig^nwertprobleme 



8 Eigenwertprobleme 

Lernziel. 

Fertigkeiten: Berechniing von Eigenwerten und Eigenvdctoren 
KonntTiiaBe: Kriterien für die Diagonalisierbarkeit von nx n-Matrizen. 

Bei der Lösung von linearen Cleichuii^.söy.stiniien .sind Vektoren .r 6 K" 
gesucht, wddie die Gleichung AS = o mit vorgegebenen A € M,„xn(^^) 
und 0 € erfüllen. Die nun zu b^andetnden Eigenwertprobleme kann 
man ebenfalls in der Form einer Matrizoigleichung sdureiben, und zwar als 



A£ = X£ mit vorgegebener Matrix A € Mnxn(^ 



Hicrhoi sind Sknbtre A 6 A' und Vektoren x f 0 au.s A'" gesucht, die diese 
Gleicliuiig erfüllen. Eine Lösung braudit es nicht zu geben, und wir inter- 
essieren uns wiederum für Löebajiceitskriterien und im Fall der Lösbarkeit 
für Lösungsmethoden. 

Eigenwertprobleme treten im Zusammenhang mit der Diagonalisierbarkeit 

von n X /j-Malrizen auf, wie wir unten präzisieren \v('rd<'ii. Auf Eigeuwert- 
probleme stTißt nian liäufig in der Mathematik wie z.H. in Analvsis l>ei der 
Lösung vcjii Ditterenzialgleichungen. In den Wn lesnngen der TluH>retisehen 
Physik sind die Standardprobleme, bei denen Eingenwertprobleme eine zen- 
trale Rolle spielen, a) in der Mechanik: Kreisel (Hauptachsentraiisf<»:mar 
tion des Tragheitstensors) sowie Sdbwingungsverhalten komplexer Systeme 
(Normalschwingungen) und b) in der Quantenmechanik: Bestimniuiig der 
möglichen Messwerte \'r)n Obser\ablen (z.B. bei Spinsystenien, wo die Ob- 
s<M\'al)Ii'n durc'h herniit<*scht' Matri/i>ii dargfstelh wi idi ii). 
Auf die Begriffe '•Hauptaehseutrauhfurnialiun' und lit rauteache Matrizen" 
werden wir im nädisten Kapitel noch eingehen. 

8.1 Ähnliche Matrizen und Diagonalisierbarkeit 
Definition. 

1. Zwei Matrizen A,B € Mnxn(-'i^) heifien SMixc\ (in Zdchen A B), 
falk es eine Matrix T e GLn{K) so gibt, dass gilt: 



B = T-^AT 



2. Eni' >r ( rix A € Mnx»(A') hdfit dieigonaUsierbar, falls A ähnlich zu 
einer Diagonalmatrix ist. 
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3. Sei V ein endlich-dimonsionalor Ä'-Vcktorrauin. Ein EiuloiiKJi phisiinus 

/ : V *• V heilU dingnnnlisirrhnr. falls es eine Basis B von V gibt 

SO, dass M^(/) ^in^ Diagonalmatrix ist. 

Beispiel. 



Die Matrix A 




e M2x2(ll^) ist diagonalisierbar, denn es ist 



T-^AT = _ j j eine Diagonalmatrbc für T = 

Die zu .4 !;elir)n !iflc Staudardabbilduug / : R"^ — *■ R'^, x ^—^ A£, ist 
diagoualisiei bai", duiiu et» ist 

^^bU) = (J fiii- die Basis ^ = ((2) ' (zf)) v<>^ 

8.2 Eigeuwerte und Eigeiivektoren 
Definition. 

Sei / : V — ' ein Endomorphismus eines A'-Vektorranms V Ein El< ment 
A € Ä' heißt Eigenwert von /, falls es einen Vektor v ^ Ü in V gibt luit 

Jeder solche Vdctor v ^ 0 heifit dann Eigenvektor zum Eigenwert X. 




Beispiel. 

Wir iK'trarhleu den Körper C als IR-Vektomium mit Basis P = {l,'}- 

koinplcir Konjuqaiion er : C C ist euw (R-lincaro Abbildung, definiert 

diuch o'(l) = 1 luid a{l) — —i. Der Basisvektor 1 ist dann ein Eigenvektcir 
zmn Eigenwert 1, und der Basisvektur ; ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 
-1. Es ist <r(l) = 11+0/ und (t(/) = 01 + (-1) • i. Hieraus folgt 

Mb(<t) = ^ , und also ist a diagonalisierbar. 

8.3 Kriterium für Diagonalisierbarkeit 
Satz. 

Sei V endlich dimeTisioned. Dann ist cm Endomorphismus f : V — > V 
genau dann diagonnlish rhu; . wenn V eine Basis B besitzt, die nur aus 

Eigenvekforen von f bentchi. 

Die zugehörigen Eigenwerte stehen dann auf der Diagonalen von M^(/). 
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Beweis. Für eine Bads B = (vi, . . . ^Vn) von V sind äquivalent: 



M|(/) = 



Ai 0 



•■. 0 

0 A„/ 



mit Ai,, ..,A„ e A' 



«=f /(«i) = Vj = 1, . . . , n 

Vj ist Eigenvektor zum Eigenwert Aj Vj = 1, . . . , n 



8.4 Wann sind Eigenvektoren lineai* unabliängig? 
Eigenvektoren zu verschied^en Eigenwerten sind linear unabhängig: 

Satz. 

Sei V eni K - Vfktondiini. und sei f '. V - 



- \' vin Eudnwoi ph/.sinii.s. Ist 
Vj Eigciiri ktor von f zum. Eigenwert Xj füi j 1,...,/}. und gilt Aj ^ Xj 
Jür alle i f j, so sind vi, . . . , t;„ Imear uriabhäTtgig. 

Im F<dl n = dimj^ V besitzt f also höchstens n verschiedene Eigenwerte; 
und falls f genau n verschiedene Eigenweiie besitzt, ist f dinyoncdisierbar. 

Beweis. Induktion nach n: 

n — i Lst trivial, da ci / Ü nach Delmitiou 8.2 
n > 1 Die Behauptuug sei riditig für k < n. Sei 



(*) 

Es folgt 



(1) 



Ativi + ■ ■ + fik+ivk+i = 0 mit flu • • • > A*fc+i € K 



0 = /(0) = /'i/("i) 



I f'k . l/(üjb+l) 



Da außerdem 



(2) 



= ßi^ivi + • • + /ijk+iAjb+ifife+i 

Vor. 



(•) 



Akalytischb QBOMeratS vnd Linkakk Auiüiiha 1, UNivKHünAT GörriNuEir 2001/3006 



Copyrighted matBrial 



8.5 Einschub über Polynome III 

gÜt, ergibt (1) - (2) 

+ ßk+li ^k-i-l - Afc-nj ujk-t-i 
0 

Indvor. 

/ife+1 = 0, da yjb+i 7^ 0 

(•) 

Ist diin^ F = n luid hat / genau r? verschit-deiie Eij^eiiwerte, »_> besitzt V 
eine Basis, die aus Eigenvektoreu besteht, uud / ist nach 8.3 diagoualisier- 
bar. □ 

8.5 Einschub über Polynome 

Sei V ;= Abb(A', A') der A'-Vektorrainn aller Al)bildiinfj;en / : A' — * A'. 
Dann sind Addition / i g und SkalarmuJtipiikation A/ für /,5 € V und 
A € A' nach 2.2 gegeben durch 

{f + 9)ia):=f{a) + g{a) ^a^K 
{Xf){a)i=Xfia) Vaeür 

Wir betrachten nun die Menge M — {1, i, . . .} C V mit 
für n € N und 

l = t^ :K — > A' a 1— > 1 

Satz. 

Bcsif-J K unendlich viele Elementef so ist AI = {1, t,i^,...} linear un- 

abhünytg in V. 

Beweisskizze. Nach 3.1 genügt es zu zdgen, dass die Abbildungen 

l t t-^ t" 

X, I,, 1/ , . , . , 1, 

für jedes n > 0 linear unabhängig sind. Für n = 0 ist dies sicher richtig. 

Wir nehmen an, dass es eine Linearkonibination / := A \ / | • • ■ f A„A** 
mit n > 0 und An >^ 0 gäbe, die /(a) = 0 für alle a € A erfüllt. Um diese 
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Annahme zum Widerspruch zu führen, wählen wir n pnarwciso verschiedene 
Elemente by. . . ..h„ € K und zeigen, dass f{n) = (n — hi) ■ ■ ■ (n — b„) ■ A„ 

für alle II € /\' {/)] />,, } gilt. Besitzt K unendlich viele Elemente, so 

folgt der \\ idevsprueh A,j = 0. 

Da = 0 = /(a) gilt, lässt sich f{a) schreiben als /(«) {a — bi)g{a), 
wobei fl(o) = 0 für alle a € ÜC \ {6i } gilt. (Setze g{a) = (Ai + A261 + • • + 
Xnf>i~^) + ■'• + (A„_i + A„6i)a"-2 + Ana"-i. Fürn = 1 ist zum Beispiel 
(a - bi)(j{a) - (n /'i)Ai = oAi — 61 Ai = /(a), da Ao = — feiAi wegen 

0-f(h)-\u I Xih gilt.) 

Analog ist </((/) = (a - 62).y'("). wobei (j'{ci) = ü für alle </ C A' \ {bi.b2} 
gilt. (Dabei hat g'{a) die Form g'{a) = /xy H " • " + Mn-a ^ I '^n«""^-) So 
fortfahrend erhält man /(o) = (o — 61) (o — 6«) • A« . □ 

Bemerkung. 

Besitzt K um eudlicli viele Elemente, so braucht die Menge AI nicht melir 
linear unabhängig zu sein. Ist zum Beispiel K = {0, 1} der in 1.4 definierte 
Körper mit zwei El^enten^ so ist t + die Nullabbildung, und also sind 
^ linear abhängig. 

Besitzt A' unendlich viele Elemaote, SO nennen wir /(f) ;= Aq + Ai< H \- 

An<" mit An 7«^ 0 ein Polynom vom Crad n inid können t auch als eine 

Unhcstimmte anffa.s.sen. in die man lu liebig Elemente a ans K einsetzen 
k^nn. Wir l)enutzen <lann aiuh den Bviehstaljen x statt t. Allgemein wird 
der Polynomring iu der Algebra- Vorlesmig eingefülirt. 

Ist Ä" = R, so erhalten wir für f{t) = und g{t) = -^t^ das folgende Bild. 



Abbildimg 15: Zwei Parabeln 
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8.6 Charakteristisches Polynom 

Sei /i : y — » F ein Endomorphismus emes tvdunensionalen jC-Vektor- 
raumes V. Dann ist die Determinante det h definiert durch 

det/j := detMg(/i) 

mit irgendeiner Basis B von V. (Die Definition ist davon imabhangig, welche 
Basis wir wählen, vgl. 7.12.) 

Bemerkung. 

Sei 5 = / — A id mit A € üf, wobei / : V — ► V ein Endomorphismus von 
V ist. Dann folgt U%{g) = Mg(/) - \En nach Satz 5.4 und Beispiel 5.4.3 
und also 



detfl = det(Mg(/) - XE^) 



Ersetzen wir hierin A durch eine Unbestimmte x über so erhalten wir 
das charakteristist^ Polynom von f. Es ist definiert als 



X/(a;):=det(Mg(/)-ar£„) 



AUgemeiu isl das ckamklt i isl is( In foli/uoiii v'uicv Alalnx ^4 6 i\l„x„(A) 
definiert als 



XAise) •'= det(i4 - xEn) 



Dk' Di'li'nuiuault' luTfclui' U wir m). wie wir es kemieii, wenn statt der 
UiibesüiiiuiLeu x ein A t A in dem Ausdruck det{A — xEn) sieht. Es ergibt 

sidi: det(A — xEn) = On^c** + a„_ia;"~* H h aix + ao mit Koefiizienten 

ao, ai, . . . , On € K, Setzen wir ar = 0 ein, so sehen wir, dass det i4 = ao gilt. 

Beispiele. 

1. A = {nx n)-Nullmatrix =^ xa{x) = det(-ar£n) = 

2. A = £?n Xa{x) = (1 - = (-!)"(»- 1)" 



3. A=(^^ ^)eM2x2TO 



(d — X i 
c d-x] ^ ~ ^^LiJ'^'^' ^ ^iiz^ 

Spur 4 i|pt .4 

Allgemein lu /eit Imet man als Spur einer n x n-Matrix. die Siunme 
ihrer Diagoiialelemeute. 
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Um Eigenwert« ermitteln, braucht man nvir die Nullstellen des charak- 
teristisrhen F^ilynoms \7(j:) zu bestimmen, wie aus dem folgende Satz, 
"(iii) =^ (i)", hervorgeht. 

Satz. 

Sei f : V — ^ V ein Endomorpln^nnis mn s endlich dimemionoden K- 
Vektorraumea V. Dann sind für A e A' äqmvaknt: 

i) X ist Eigenwert von f 

ii) Vx := kern(/ - Aid) ^ {0} 
üi) XfW = 0 

Beweis. Sei y = f — Ai<U', also g{v) = f(v) — Ar Vr e V. Dann oilt: 
A Eioenwert von / '^=^ Bv€.V\{Q} mit g{v) = ü (vgl. Definition 8.2) 
^ Va kern(y) / {()} 

•*=^ g ist kein Ihujmorphismus {vg]. Satz 4.4. 4.8) 

Mß(<7) ist nicht invertierbar (vgl. Satz 5.7) 
^ 0 = detM|(p) = det(Mg(/) - XEn) = X/(A) □ 

8.7 Eigenräume 

Ist / : V — * V ein Endomorphismus imd A ein Eigenwert von /, so heißt 
der T^aum 

V\ := kera(/ — A idv) 

der Etyenmuin von / zuiu Eigenwert A. Es ist al&u 

Vx = {v€V\ f{v) = Xv) 

und Vx \ {d} ist die Mraige aller Eigenvektoren von / zum Eigenwert A. 

Bemerkung. 

Ist dinifc V = n, und sind Ai, . . . , Aj^ paarwdse verschied^e Eigenwerte 

von /, so ist die Summe -\ j- Vx^ direkt (wie aus 8.4 folgt), und es 

güt 

dimjf V^Ai H +dimK Vx^ ^ n 

(wie mit Induktion aus 3.12, dem Dimensionssatz 3.13 und der Definitbn 
der (inneren) direkten Summe 2.7 folgt). 
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Lemma« 

Sri dini V — 11 und f : V 



V ein Endomorphiswiis. Ist X eine m -fache 



.\'iillst( llr des chanikieri st i sehen Polynoms X/{^)t 9*^ dim/f Vx ^ m für 
den Eigenraum V'x = kern(/ — Aidy) 

Beweis. Sei (vi, . . . ,t;/) Basis von Vx. Ergänze diese zu einer Basis B 
von V. Dann gilt 



Mg(/) 



.4 



■) 



mit A = 



(\ 0 

0 ■•• 

• « 



0 

0 A/ 



6 M<x£(K) 



und also folj^i v/(-' ) <l''t (Mß(/) - xE^ = (A - xfy^x) mit pafiseudem 
Polynom y. Eh folgt i ^ «t □ 



8.8 Hauptsatz über Diagonalisierbarkeit 

In 5.10 haben wir gesehen, dass es zu einem Endomorphismus / : V — » V 
stets Basen B und C in V so gibt, dass 




mit r = dimj<^ bfld / 



gilt und also die Matrix M§(/) ^ne Diagonahnalrix ist. Viel schwieriger 

und nicht immer lösViai- ist das Problem, ein<> Basis B so /n finden, dass 
M^(/) eine Diagoualmatrix ist, wie der folgende Hauptsatz zeigt. 

Satz. 

Sei dim/f V = n und f : V — > V ein Endomorpkiamus. Seien Ai, . . . , Aj^ 
die verschiedenen Eigenwerte von f und V^t := lcem(/ — Aiid) die zu- 
gehörigen Eigrnrä'nme für i — 1 h. 

Dann sind folgende Aussagen äquivalent: 

1. f ist dittgonaliaierbar 

2. x/(^) = (-^1 — ^)^^ -"i^k- ^)'"' ^nd dmi/f V^^ = iii für i = l,...,k 

3. V = Vx,®---®Vx, 
Beiveis. Es ist ^ ^ n nach 8.7. 
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1. 



^ 2. Nach 8.3 besitzt V dne Basis B. die aus Eigenvektoren besteht. 

Wir ordnen diese Basis entsprechend den Eigenwerten Ai Aj^ . alao 

B = {vi,...,v„) und /(('i) = Ai^i, . . . = Aiu„i,/(t;„j+i) = 

>'2Vni+U"-tf{Vn2) = -^a'"»., "«W. Es folgt 



(*) 

nnd 



nt^dimKVxi färi = l,...,fe 



0 



M|(/) = 



ni 



0 

0 Ai 



A* 0 
0 • . 

0 



I 



0 AikJ / 



2. 



=► xf(x) = dßt(Mg(/) - xEn) = (Ai - x)«' . . . (A* - ar)"- 
dimjf Vj^ < nach 8.7 

Mit (*) folgt diniA V \, = n,- für ?' = 1, . . . , fc. 

=t- 3. Da \/(.r) den Cra<l ;? hat (vgl. 8.6) und danach Voraussetzung 
Xjix) = (Ai - x)"« • • • (Afc - x)"" gilt, folgt 



I n = wi H H TOft 



Nadi 8.7 ist die Summe I'a, + h Va^^ direkt 

tlimK(l<Xi + • • • + Vx,,) = dimjf V^^ + • • • + dmix 

+ njfc 

= n 



2.7, 3.13 



= ni + 



3. 



und also dimK-(VA, + • • ■ + VaJ - dini/, V\ Da V'a, + • ■ + Va, ein 
Untervektorraum von V ist, folgt V^i + H = ^ nach 3.12. 

^ 1, Wir wählen von jedem V^^ eine Basis und erhalten dadurch eine 
Basis von Ei^nvektoren von V 1. nach 8.3. 

□ 
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Beispiel. 

Sei / : R2 — > definiert durch 

/(ei) = ei uiid /(e2) = ei + e2 
und sei 5 = (ei, ^2) die Standaxdbasis. 

=^ 1 ist zweifedier Eigenwert. 

8.6 

=^ f ist nicht diagonalisierbar, da diniR Vi ^ 2 gilt: 

Es ist ei € kem(/ — id), da /(ei) - ei = 0. Ist Ai( 1 | A2e2 € kern(/ — id) 
mit Ai, Aj € R, so folgt S=6-\-X2{f — id)(e2) = A2C1 + A2e2 — A2C2 = -^2^1 
und also A2 = 0 ■ Es folgt Vi := kOTn(/ — id) = Rci := {Aci | A € R }, also 
dimiR Vi = 1 . 



8.9 Rechenschritte zur Diagonalisierung 

Man untersuche, ob 

/ : R' — > R^ , (a, 6, c) I — * (-5a + 7c, 6a + 26 - 6c, -4a + 6c) 

diai^nalisierbar ist und konstruiere gegebenenfalls eine Basis B von R3 so, 
dass Mß{f) eine Diagonalmatrix ist. 

1. Sdiritt Bestimme die Matrix Mg,{f) bezüglich der Standardbasis B' 
von R^. Es ist 

/(l,n,n) = (-5.6.-4)1 /_5 0 7 \ 

/{Ü,1,U)-(U.2.0) \ ^A:-U%{f)- l Q 2 -6 
/(ü,ü,l) = (7,-ü,6) J \-4 0 6 / 
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2. Schritt Prüfe, ob das charakteristisdi© Polynom dot(yl — xEi) in Line- 

arfaktoren zer£ällt. (Falls nein =^ / nidit diagonctlisierbax.) Es ist 

/-5 - X 0 7 
det{Ä - xE^) - del I G 2-x -ü 

\ -4 0 

= {'2-.r){(-b-x){G-x)+2S) 

= {2-.r){.r--x-2) 

= {2-xf{-l-x) 

Das charakterktische Polynom zerfallt (über IR) in Linearfaktoren, 

und sc'uw Nnllstellen sind die Eigenwerte vcm /. Es ist —1 ein einfa- 
cher Eigenwert und 2 ein zweifacher Eigenwert von /. 

3. Schritt Bestimme zu jedem Eigenwert A die Dimen^on des E^enraum» 

Vx := ]ßeam{f - Aid). Falls diniR V^x = Vielfaclihdt von A fiir jccleu 
Eigenwert A gilt / ist diagonalisierbar. (Andernfalls ist / nicht 

dlagonalisierbar.) 

A = —1: Bestimme eine Basis von V-i = kem(/ -|- id). Es ist 

'-5 + 1 0 7 \ /a\ / -4a + 7c 
6 2-hl -6 I 6 = 6o + 3ö-6c 



-4 0 6+1/ \c/ \ -4a + 7c 
=J--4o + 7c=0, 6o + 3fe-6c=0 

=^ (1 = 7, = — 6, r = 4 ist eine Lixsuiii; 0 

=^ Vi = (7, —0,4) bildet eine Baüis von V'_i, also diiUR V-i = 1 
8.7 

A = 2: Bestimme eine Basis von = kem(/ — 2 id). Es ist 

/U\ /-5-2 U 7 \ AA / 7a I 7r> 

0 = 6 2-2 -G = Üa üc 

\0/ \ -4 0 6-2/ \c/ \-4ü+ lt:^ 

=^ a =^ c. h beliebig 

=^ t'2 = (U, l,ü) und «3 = (1,0, 1) bilden eine Basiä von V2 
=^ dimR V-i = 2 

Ergebnis / ist diagonalisierbar, und 

ß={vi = (7,-6,4),t;2 = (0,1,0),V3 = (1,0,1)} 
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ist eine Basis von R^, die aus Eigenvektoren von / besteht. Es ist 



fM - (-7.().-4) -n 

/((•2) - (0/2.0) 2r-2 
/M^ (2,0,2) -2t'3 



10 0^ 

und Mg(/) = I 0 2 0 
Ü Ü 2i 



8.10 Ti'igoualiöierbarkcit 

Ist V ein eiidlkh ilimeiKsioualer A-Vektorraiim, so heißt ein En(loinor]jhis- 
iiiiis / : V — • V frifjoinilisirrhar. wenn CS eine Basis ß von V gibt so, dass 
Mß(/) eine obere Dreiecksmatiix ist. 

Die Determinante einer oberen Dreiecksraatrix lässt sich besonders leidbt 
ermitteln, wie wir in 7.5 festgestdlt haben. 



Satz. 

Sti diuiix \ — II und f 
äqnimlent 



V ein Enduinurphinrnuii. Daun sind 



i. j / ist trigonalisierbar 

ii. ) >f/(a?) = (Ai - «) • ♦ (An - x) mit Ai, . . . , A« e Ä" 

Inshtsondtrc ist im Fall K = C jtdtr Endumorphmnus von V tiiyunali- 

sierbar 

Beweis, i.) ==^ ii.) Ist / triagonalisierbar, dann gibt es eine Basis B von 
V so, dass 



M|(/) = 



0 

■ 

0 



0 xj 



mit Ai, . . . , Afi € K 



Es folgt 



Xfi^) g= det(Mg(/} - xEn) = det 



= (Ai - x) • • • (An - x) 



/Xi — X * 
0 

■ » 

V 0 



0 Xn-xJ 
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ii.) =4> i.) Wir zi igen durch Induktic« nach n, dass es eine „/- invariante 
Fahne" gibt, das ist ^ne Kette von Teihräumen 

{0} \\,cViC---CVn = V 

mit dimjf Vj = j uiiM / \ c V} Vj = 1, — n . Hieraus folgt (i), 
deaan dann gibt es nach '1< m Basisergänznnos.saiz 3.7 eine Ba.sis P 
(»1, . . . ,t'„) von V so. ihiss ( , . . . . Vj) t'iin' Basis von V'^ ist ffir jedeü 
j = 1, . . . , /I, und nach 5. i ist eine obere Dreieckbniatrix. 

n = 1 klar 

n > 1 Nach Voraussetzuii ; t \7(.r) = (Ai — ./ ) (A,, .;). Dann ist 
Ai eine Nnllstello nin i al.-,(j ein Eigomvort von / nach 8.6. Sei wi 
Eijv nv' ktor /u Ai, also / 0 und /{"'i) = XiWi. Wir ergänzen 
Wi /AI einer Basi« B' — (w^, . . . , w,i) von V\ 



\ 0 



ai2 



«In 



/ 



mit .4 (a,_,),.j_2 n- 

Sei 6'^ der von («.'2, . . . , Wn) erzeugte Teihaum von V. Wir defi- 
nieren zwei JiT-lineare Abbildungen: 

h : U — ► Vi ;= Kwi^ Wj 1 — * aijWi Vj = 2, . . . » n 



g-.u 



IL w 



a2jW2 + • • • + o„jW„ Vj 



Es folgt /({/) h{ii) + (j{u) V« 6 f/ nadi 4.4. und .4 ist die 
Alatrix von y bezüglicli der Basis {w2, . . . , tUn) von U. Es ist 



Xi — X 



Xjix) - det 



ai2 



A - xEn-l 



(Ai - x)Xi,(x) 



also Xgi-'^) = (^^2 — J^) • • (A„ — x) nadi Voraussetzung (ii). Wir 
wenden die hidulctions Voraussetzung auf U und g an und erhal- 
ten eine p^invariante Fahne 



{6} = UoCUiC''CUn-l = U 
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Dann ergibt Vj := V] i l'j i die gewünschte /-invariante FUme, 
denn für A € vatd u € Uj-i ist 

f{Xwi + u) - \\iW\ -f /(«) 

= X\iWi t /t(u) + 9{u) e Vj 
gV, eUj-i 

Nach dem „Rmdamentalsatz dei* Algebra'* (der in der Funktionentheorie- 

Vorlosnng gozrigt wird), zerfallt, jedes Polynom mit komplexen Koeffizi- 
enten über C in Linearfaktoren. Hieraus folgt die letzte Behauptung im 
Satz. □ 



Lernerfolgstest. 

• Konstruieren Sie eiii<> Ma( rix A € Mj x j (If?) so, dftss es keine Lösung 
de> EiKenwert Problems .1.? = \x gibt (d.h. dass es nicht ,\ " und 
j ^ U aus iR" so gibt, dass diese Gleichung mit der von Ilinen kon- 
struierten Matrix erfüllt ist.) 

• Ist die in 8.1 definierte Ähnlichkeit von Matrizen eine Äquivalenz- 

i«'iat ioii? 

• Wie bestimmt man Eigenwerte? 

• Wie lautet der Hauptsatz über Diagoualisierbarkeit? 

• Au^aben 44-48, im Au^abenpool Abschnitt 8. 



8.11 Übungsaufgaben 44 — 48 
Au%abe 44. 

Sei A' ein Körper, und sei / : V — > W eine ÜT-lineaie Abbildung eines 

A'-Vektorraunis Y in einen A'-Vektorramii W . Für Vektoren ri ans 

y sei n\ /('']). <r„ /(''„). Man iK-weise die fülgeude Aussage und 

prüfe, ub auch die umgekehrte Richtiuig gilt: 

wi, . . . , linear unabhängig in W =^ «i, . . . , i;„ linear um^bängig in 
V. 

Aufgabe 45. 

Man zeige, das« die R-Iineare Abbildung 

/ : — ► {a,h,e) i — ► {3a + 2b- c, 2a + 6b- 2c, 2c) , 

diagonalisierbar ist. mi'l kon-stmiere eine Basis B von R^ derait, dass die 
Matrix Mß{f) Diagoualgestalt hat. 
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Angabe 46. 

Sei / : C2 — C'-. (^1^ ^ A (^"^ , e&e zu A € M2x2(C) gehörende 

Staadaidabbilduiig. Mau Ijehtiuime das charakteristische Polyiiuiu, Eigen- 
werte und Eigenvektorrai von /, wenn 

.) A f), b) ;) 

Au%abe 47. 

Man bestimme das charakteristiscfae Polynom, Eigenwerte und Eigenvek- 
toren von /, wenn 

a) / : — * R^, (a,6,c) •— > (2o + 6, fe - c,2h + 4c)y 

b) / : — (a, 6, c) • — ^ (a + 26, a-\^ 2b,c), 

c) / : IR' — ► R^, (o, 6, c) • — * (o, -c, 6). 

Man entscheide jeweils, ob / diagonalisierbar ist. 
Aufgabe 48. 

Seien f.g : A " — ^ I\" zwei A -lineare AI ibil<lungen. Wenn es eine Bnsis B 
von A " gibt, deren Vektoren sowohl Eigenvektoren von / wie auch Eigen- 
veictor^ von g sind, so sagt man, dass / und g simm^n diag<maHsierbar 
seien. Man zeige: 

(a) Wenn / und y simultan diagonalisierbai" sind, so gilt f o y = go J . 

(b) Wemi / genau n verschiedene Eigenwerte bebitzt und wenn fog = gof 
gilt, dann and / und g simultan diagonaUsierbar. 

fiemericung. Die Umkehrung von 61 (a) gilt tatsacfalicfa nur unter geeigneten 
Zusatzvoraussetzinigen. wie sdion das Beispiel / = idRS und g ; — * 
R^, (a, b) I — * (a + 6, 6), zeigt. 
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Metrische Vektorräume 

Zusätzlich zu Addition und Skalormnltiplikation versehen wir nun einen 
ÜT- Vektorraum audi noch mit einer geometrischen Struktur, die es erlaubt 

die Länge eines Vektors und den Winkel 7:wisrhrii zwei Vektoipn /u defi- 
nieren. Wir w^den was liier hauptsächlich auf IR oder C als Giimdkörper 
bescliräiikeu. 

9 Euklidische und unitäre Vektorräume 

Lernnel. 

FiBrtigkBiiten: KonstTuktion von OrthonormalbasHi 

Kenntnisse : ATatvix M,;(.s) «>iner Metrik s anf V, Rasiswerhs<'l. Ska- 
larprodukt, Längen- und VVinkelbegrilf, Spektralsatz, Diagoualisier- 
barkeit syiumetriscker uiid henuitescher Matrizen 

9.1 Involution auf A' 

Eine Involution auf einem Körper K ist eine Abbildung 

: A' — >■ K , a i — ► a , 
so, dass für alle ayß € K gilt 

1. S=o ("involutorisdi'') 

2. o + ,i ö + 1 ( "ad. litiv" ) 

3. öiß = äß ("multiplikativ") 

Beispiele 

1. Die Identität id : A' — ► /f, a i — ► a, ist dne Involution, bei der 
Q = a für alle a & K gilt. 
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2. Sei K = C = {x \ I// I x,y e R} mit = — 1 . Dann ist die komplexe 
Konjugaiüm C — * C, x + yi • — * x — yiy dne Involution. 



y 








-y 




x — yi 





Abbildung 16: Komplexe Konjugation 



9.2 Metrik auf V 

Sei K mit einer Livolution " versehen. Eine Abbildung 
s:VxV — ► K, (ü, w) I — >■ (ü, w) 
hdfit Metrik auf V, faUs für alle u, w € V und A € ÜC gilt 

(u + {t/.(r; 4- vt',w))l ... . 

1. , > ttnear im ersten Aryument 

i\v,w) — A(t',u.7 J 

2. {Vjtv) = (w,v) Symmetrieeigenschaft 
Behauptung. 

Die beiden Eigenschaften 1 und 2 implizieren, dass fär alle u,v,w€V und 
€ Ä" gilt 

1. V - X r senuhnear im zweiten Aigument 

Beweis. £s ist 

t; + w) = + tö, t«) = (y, tt) + (tü, u) 

= (('.//) + (»'-'/) da additiv 
= {u,v) + {u,w} 

und {v, ^tw) = (/iu;, v) = /i(u;, r) = ß{wj v) = ß{v, w) 

□ 
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Definition. 

Eine Metrik .s auf einem A- Vektorrauni heißt si/rnmc frischt- Biiinearform, 
falls " die Identität ist, d.h. q = a für alle a € K gilt. Andernfalls heißt s 
eine hermttesche Form. 

Bemerkung. 

Sei 1 + 1 / 0 in A' . Daim gehört zu jeder synunetriseheu Biliin-arfoni 
s : V ' X l " — >■ K, (v, w) • — » (v, w) , eine quadratische Form q, das ist die 
Abbildung 

q : V — *■ K, V i — > q{v) := 8{v, v) . 
Sie hat die Eigeuschaiten: 

(i) q{Xv) = X^q(v) für alle AeÜT und veV 

(ii) f>{v. w) — r,{q{v-\-w) — q{i^) — für alle v,w € V Polarisierung". 

Mit Hilfe einer Metrik s : V x V — • A'. (*'."') ' — ' (t'.tr) werden wir 
später dl 11 ..Winkel" /.wi.seheii Vektoren definieren. Die Benutzung der spit- 
zen Klammem deutet dies schon an. 



9.3 Die zu einer Metrik ö gehörende Matrix Mß(.«>) 

Sei K mit einer Involution " versehen, und sei ß = (vi, ...,Vn) ehie Basis 
von V. Dann ordnen wir einer Metrik 

3:V xV — * K, (v, w) I — * {v, w) 

folgende Matrix zu 

/((•i,ri) ■•• {vi,Vny 

MM = \ ■. ; 

also Mß{e) = {otj) e Mnxn{K) mit Oij = {vijVj). Nadi 9.2.2 gilt 



{2m) Oij = aji Vi, j = 1, . . . , n 

Umg^hrt gilt der 
Satz. 

Zu jeder Matrix A f«,^) € M„x,i(A') mit der Eigenschaft (2jw) gibt es 
genau eine Metrik s mit Mß{s) — A. 
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Beweis. Für 

V = AiVi H 1- XnVn UUd W ^ ßi Vi -{ h ^„ t',, 

mit Ai, A„, /in € setzen wir 




Nach Definition 5.2 der Matrizenmultiplikation folgt {vi, Vj) = aij , da 



(0,...,0, 1,0,..., 0) A 



gilt. Also ist M6(5) = A. Offenbar ist s linear im ersten Argument. Und 
8 ist durdi s(ü{, Vj) = cnj eindeutig bestimmt, d^m ist s' : V x F — * K 

eine weitere Metrik mit «'(i', , J'j) — a, ; sd gilt in Summeiischreibweise 
^^-1 6^- := 6i -I h 6n nach Definition der Matrizenmultiplikation 5.2 



s^f, <!') = (Ai,...,A„) - .4 



(Ai, . . . , A„) 



»=1 \j 1 / *,J=1 

n 

t,j=i 

= s^(v,ti;) nach den Reg^ 9.2.1 angewandt auf s' . 



Zu zeigen bleiljt (v. w) = («', »'). vgl. 9.2. Da a,^ = Oji nach 2a/ gilt, folgt 
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9.4 Basiswechsel 

Satz. Gegeben seien eine InoohiHon ~: K — * K, a \ — * eine Metrik 
s:VxV — ► K , (v, w) I — > (v, w) , sowie zwei Basen ß = (vi, . . . , «;„) und 
B' — (i4> • • • » »4) ^ ' Setzen wir 



T := Mg, (id) I so gilt 1 Mß, (s) = T Uß(s) T 



Dabei istT= {tij) ßrT= (dj) . 

Beweis. Seieu v, w € V und T — {tij). Es ist 

V = AiVi + ■ • + XnVn . W = + ' ' * + Atn^n 

und 

= aiv'i + OnVn = ßlVl + "+ ßnK 

mit Xi. fii. cxi, 3, £ K. Nach 5.12, migewaiidL auf / = id, gilt kß{;v) = 
T ■ kßt{v) für alle r € V und also 



T : I und 
Hieraus folgt 



= T- 

5.12 



H hilnAA / ^1 

= T : 



und damit gilt 



«(v, w) = (Ai, . . . , A„)Mß(s) 

SV*«} 



MH(s)r 



= (ai,...,an)*TMB(«)!r 

9*3 



Andererseits ist s{v, w) = (cti, . . . , On) Mg,{s) 



Da dies insbesonde- 



re für die Staudardbasisvektoren gilt, folgt die Behauptung* 
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Beispiel. 

Sei K = ^ mit Involution id, V = und e eine Metrik gegeben durch 



{v, w) - xiyi - X2y2 fm- V - {xi,X2), w ^ {yi,y2) € IR^ 



Dann ist s eine symmetrische Büinearform, und es ist 



Hier können drei Fälle auftreten 

{v, v) = 0 Zum Beispiel für v = ei+e2 = (1, 1) oder v = ei — €2 ^ (1,-1), 
wobei €1 -= (1.0) und 62 = (0, 1) ist, gilt (t>, v) = 0 

(y, y) > 0 Zum Beispiel für v = 2ei + 62 = (2, 1) (u, v) — 3 

{v, v) < 0 Zum Beispiel für v = ei + 2e2 = (1,2) {vyv) — —3 

Ist r € R und Hr :- {v e V | {v, v) - r}, dami beschreibt JFf^ eine Hyperbel 
(r 7^ 0) bzw. die beiden Winkelhalbierenden (r = 0). 



(v, v) = xf — X2 




Abbildung 17: Hyperbel 



Sei & = {ei,e2} die Standardbasis von V = R^. Dann ist 




Femer sei B' — {«i,ii2} mit ui := ^(ei + 62) — (5, 5) und «2 := (1>-1)- 
Dami gilt 
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und wie im obigra Satz bewies^i 




= (? J) 



Alan ueuut R', versehen mit dieser Metrik s, eine hyperbolische Ebene. 
9.5 Skalarprodukt 

Sei IK = IR und "die Identität, d.h. Ä = A für alle A € IR, odrr sei IK = C 
Uli<l~ilii' liijupJcrf Konjuqaiion. d.li. \ = x — yi für A = x h j/i € C . Ein 
Skalarprodukt auf einem IK- Vektorraum V ist eine Abbildwig 



2. (r, tr) = (uJ, t') Syniinetrieeigenschaft 

3. {v, v) > 0 für V ^ 0 Eigenschaft "positiv definit" . 
Nach 2. ist (v, v) 6 R, audi wenn K = C ist. 

Ein Skalarprodaki ist also eine positiv definite symint tns( }ii Dilim m fonn 
auf V. falls IK = IR und eine positiv dtfuiilc hemiilescht Form auf V falls 
[K " C ( vnl. Definition 9.2). (Die Metrik .s- oben im Beispiel in 9.4 ist kein 
Skalarprodukt, da sie uicht positiv deliuit ist.) 

Ein IK-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt versehen ist, heißt eukH- 
disch^ falls K = R, und unitär, felis IK = C. 

Hinweis. 

hl dar Theoretischen Physik ist die Konvention genau umgeksdirt: Skalar- 
produkte sind im zweiten Argument linear und im ersten Argument semi- 
linear, zum Beispid ist auf V := {f : (0, 1] — * C | / stetig } durdi 



s:VxV — * K, (»,«>) I — ►(»,«;) 



derart, da^ü für alle «, c. ir E V und A e IK gilt 
(tt + r, «') {«.«') + (v, tu) 1 



linear im ersten Argument 
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dn Skalarprodiikt nadi Konvention der Physik und durch 



{f.9) -f f{a)gia)damrf,geV 



Jo 



eiu Skalarprodukl nach Konvention der Mathematik gegeben. 

Ü\o Begriffe "Skalarprodukt" und "Skalarmultiplikation" dürfen nicht ver- 
wechselt werden! 

9.6 Standardskalaiprodukt 

Für v = (ai , . . . , a„), w = {ßi,..., ßn) aus setzen wir 



und die zugehörige Matrix bezüglidi dsr Standardbasis ist die Einheitsma- 
trix. 

Beispiel. 

Sei K = R, V = IR2 und t; = (o,6) € R^. Dann ist 



insbesondere 



(«,«;) := aißi + • • • + Onßn 



Mls K = R. Es ist 






a 



Abbildung 18: Länge des Vektors v 



Wir nennen <k sliall) := \/{r. v) die Länge oder Norm von v. Es ist 
der Abstajui zwiüclieu (a, 6) uiid (Ü,Ü). 
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9.7 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 

Sei V ein euklidisdier o6isc unitarer K-Ydstorraum mit Skalai jü udukt { , ) 
wie in 9.5. Li Anlehnung an das obige Beispiel dinieren wir 

||t;|| := 

und nennen die Länge oder Norm von v. 
Satz. 

Für v, e V und A e IK gtlttn 

i) ||t;||^ = (t;,v> >0,/affev9£^ 

ii) MI-IAI-IIHI 

in) Kv,w)| ^ ' Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 

tv^ Kv,tv)| = ||t;|| • lltvil v, w sind linear abhängig 

v) l|t' + ^ Ijfll + lliüll Dreiecksungleichuiig 
Beweis, i) folgt nach Definition der Norm und 9.5.3 

ii) \\Xvf = {Xv, Xv) = XX{v, V) = |Ar^(ts v) = |A|-||t.||- 

Iii) Für = 0 ist die Behauptung trivial. Sei «j ü. Setze 

(tü, w) 

Dabei ist (w, w) = \\wf > 0 in R. Es folgt 

0 ^ {v — A«J, V — Xiv) nach 9.5 3. 

=^ (y, ü) — Ä(i;, ?/?) - A(f/', v) + XX{w,w) 

= (Vjt;) — Ä(v, w), da (ti;,i;) = (u,tü) = A(«;,iü) = A(u;,ti;) 
= ll^'ll'^ — ' »i • (u, w) nach i) und Definition von A 

Multiplikitiou der Ungleichung mit > 0 ergibt 

0 ^ ||t;f - l^{v,w) = ||t;||2||ti;||2 - \{v,w)? nacb 1-1 
K = C 
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iv) Für w = 0 ist die Behauptung trivial. Sei 10 ^ 0. 

Sei \{v, u<)\ - \\v\\ • \\w\\. Aualog wie in iii) berechnen wir 



0< (i;-Aw,t>- Aw) = \\vf- 



= 0 



Lisbesondere ist 0 = {v—Xw^v—Xw) und damit folgt v— Aw = 0 
nach 9.5.3. 

„^='* Ist 1; = fiw mit // € K, dann folgt 

K^«,)| = \{tiw,w)\ = mw,w)\ = - ||ü;|| 

1. 1) 

Andererseits gilt = \\fiw\\ = \fi\\\w\\ 

ü) 

Es folgt die Behauptung. 

v) Mit der Bezeichnung ^{z) für den Realteil einer komplexen Zahl z aus 
1.1 erhalten wir 

||v + tü||^ = {v + WyV + w) nach i) 

= (t>, v) + (v, w) + (ttf, v) + {w^ w) nach 9.2 

= \\vf + (v, u)) + {v~w) + \\wf nach 9.5 

= ||t;||2 + m{(v, w)) + \\w\\\ da {x + yi) + (ar - yi) = 2x 
^\\vf+2\{v,w)\-^M\da,9tiz)^\z\ 

< lrf + 2|MI HI + lkf 

iii) 

= m\ + Mf 



9.8 Winkel 

Sei K = IR und V ein euklidischer Vektorraum. Dann ist der Winkd tp — 
<(v, w) &a VyW ^ 0 ddmiert durch 
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Da nadi der Caudiy-Sdiwarzsdiea Ungleidiung 



-1^ 



^1 



gilt uud 



cos : [ü,:r] > 



bijektiv ist, ist (f dadurch wohldefiiiiert. 
Es gilt also 



{v,w) = \\ v{\ ■ II u) II cos ^ 



und {v,w) = 0. falls = ^, also falls r und ir scnl ri rlit aufeivavdri- stehen. 
In ( liesera Fall schreiben wir v±w. Zum Beispiel ist für das Standardskalar- 
produkt 

(1,0) ö=o 

also (1,0)±(Ü,1). 

Definieren wir allgemdn in dnem euklidisdi^ oder unitäroi K-Vektorraum 
dasB V, w € V orthogoTuU sind oder senkrecht aufeinander stehen^ wenn 
{v, w) n t^ilt (in Zeidien v±w), bo ehalten wir aus 9.7 v) dn Analogon 
zum Satz des PyUiagoras 



v + wf = \\vf + \\wf 



Man kann sich von der Vorstellimg leiten lassen, dass auch in einem belie- 
bigeu mit einer Metrik ( , ) versehenen Vektorrauni (r. c) die Liin-^c vi >u r 
festlegt und (r.w) den Winkel zwis/i-hen r luid w definiert. Es L^ilit dann 
iusLesondere Vektoren der Läuge U, uud v uud tu steheu seiikieclil auleiu- 
ander, weuu {v, w) — 0. 



9.9 Orthonormalbasen 

Sei [K IR oder IK — C, und sei V ein enklidiseluT oder unitnr^'r Vektorraiuii 
wie iii 9.5. Ist V endlich diuieusiuual, so besitzt V eure Oi Üianuiinalhasis. 
d.h. eine Basis (ui,...,u„) mit ||uj|| = 1 für alle = l,...,n und Ui±Uj 
für aUe i / j. 

Satz (Schinidtsches Orthouormulisieruugäverfahreu). 
Wätüe eine Basis (i i , , C/i) von V, Setze 
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Dann ist = 1. Setze 



«2 := «2 — («2» und t*2 := 



Setze 



U.8.W. 



«3 := t'3 - (i'3, - {i'3, «2) «2 ""«^ «3 T— r 



Dann ist (ui, . . . , iin) ^ne OrthonormtMasis von V. 
Beweis, durch Induktion nach n — dim^- V 

n = \ klar 

n > 1 Sei A- < n und J7fc der von f 1 , . . . , Vik ei zeiij;t e Teilrauin von V. Nach 
IiKluktionsvorauasetzung hat eine Orthouormalbasis (ui, . . . ,Ujfe). 

Setze 

^ ^'k+l - (n+i, {v*+l,Wifc)tifc 

dann ist u{|,^.| ^ 0, da vt^-i ^ Uk^ Setze Ujfc^-i = Es folgt 



s 1 / 



(C'a + l.Wj) - (Vifc+l,ttl>{wi,Mj) {Vk+UUk){Uh,Uj}) 



({vfc+i,Uj) - (t;ifc+i,Mj)(«j,Uj)) 



= 0 Vi = l,...,Ä: 

da s linear im ersten Argument ist, ui,...,u^- paarweise orthogonal 
sind und {uj, uj) = 1 ist. □ 

9.10 Selbstadjungicrte Endomorphismen 

Sei IK = R oder C, und sei 



{a falls a € IR 
x — yi falls a = x + yi 



€Cmitar,{/€lR 
Sei V ein euklidischer oder unitärer IK- Vektorraum (vgl. 9.5). 
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Definition. 

Ein Endomorphismus / : V — * V heißt selbstadjur^ieri (bzgl. ( , ))> 
Bemerkung. 

Wenn B = (vi, . . . , Vn) eine Orthonormalbasis von V und A = Mß{f) ist, 
so gilt 



/ selb6ta4jnngiert 



Beweis. E.s gilt: 



/ selbstadjungiert {/(wj), = {uj, /(«*)) A: = 1, . . . , n 



Da orthonormal ist, gilt für Mf (/) =: (a,j) nadi Definition 5.4: 

{/(tj)i ''Jt) ^ fll:i(v\,Vk) H + "ui{Vr,,Vk) - (Hj 

9.11 Sp ektr alsat z 



□ 



Satz. 

Sei f : V — * V ein stlkstadjungierier Endomorphisnms eines n-dirnen- 
sioTKiIen euUidiscIitii oder luiitärfii K-\'ektorraurnes V. Dann besitzt V eine 
Orthoiioniialbufiis, dte aua Eiyenvekturtn von f besteht. Die Eigenwerte von 
f sind sämtlich reell. 

Beweis mit Fundament aisatz der AUjehra. 

Ist A Eigenwert von /, also /(r) ^ Ar für einen Vektor v 0, so folgt 

(/(r).r) - (Ar,*?) - A(t-,v) 

(i;,/(t;)) = {u, Av) = Ä(v,v) 

Da / selbstadjungier^ist, gilt (/(v),t;) = (w, /(v)), und da {v,v) 0 ist 
(vgl. 9.5). folgt A = A und also A € R. Die Eigenwerte von / sind somit 

sämtlich reell. 

Wir zeigen nun durdi luiluktion ii;u-li w diniK V. daiS!> V eine Ortliouor- 
uialhcUiis besitzt, die aus lauter Eigenvekloren von / besteht. 
n-\ : Dann wird V von einem Vektor t; ^ 0 erzeugt, also V = Kt> := 
{ofo I 0! € 0<}. Da /(v) € IKv gilt, gibt es ein A € IK so, dass /(v) = Aü ist. 
Setzen wir u = \iv mit y. = i|l||^, so gilt /(u) = Au und = 1. Also ist u ein 
normierter Eigenvektor von /, und {u} ist die gesuchte Orthonormalbasis 
von V . 
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n> \ : Aus d«n Fundament aisatz der AlgrV)ra folgt- (la.ss das diarakteris- 
tische Polynom \/(.r) eine Nnllsrt llt^ A e C hat. Daher ist X Eigenwert von 
/ nach Satz falls V unitär und also IK = C ist- Wie oben gezeigt, ist A 

n?cll . 

Ist V euklidisch und also K = IR, so avgiunentieren wir wie folgt, um einen 
Eigenwert von / zu erhalten: Nadi 9,9 besitzt V eine Ortiionormalbasis 
B. Es ist il := M§(/) € Mnxn(R). Da / selbstii4iungiert ist, gilt U = 

nai li 0.10. Sei g : C" — • C" die durdi -1 definierte Standardabbildmig 
(vgl. ö.ll). Dann gilt .4 — für die Standardl)asis C von C". und nach 

Benicrkun^ folgt, dass sell>.stadjun,i:ieii Ixvji^lidi d<'> Sl nudni dskalar- 
prudukles von C" ist. Analog wie oben erhallen wir einen reellen Eigenwert 
A vcm g. Nun ist A Nullstdle von Xgi^) = det(>l- j:£„) = "öd damit 

ist A audi dn Eigenwert von /. 

Wie im Fall /? = 1 gesehen, können wir zum Eigenwert A einen Eigenvektor 
u von / mit — 1 wähl^. Setze U — Ku, und 



Dann induzi^ / eine selbstadjungierte Abbildung f\fj± : U-^ — ^ U-^, 
V I — ► /(v), denn für jedes v €U-^ gilt 



und also f{v) € U-^. Nun zeigen wir, dass diniK U-^ = n — 1 gilt, um dann 

die hiduktionsvoraussetzmig auf /|(r_L anwenden zu krmnen. 
Da ( , ) positiv defiuit ist, gilt U n U-^ = {ü}, und wir erhalten 

n ^ dimiK(C/ + C/^) - dim« U + dim« C/^ ^ 1 + diiUK U-^ 

3*13 

Lisbesondere ist dimK U-^ < n. Wir ergfinzen den Eigaivektor u von / zu 
dner Basis von V und konstruieren dann wie in 9.9 eine Orthononnalba- 

sis {«,«2, — ] VI ri V. Da ' 'im ar unabhängig sind und in 

liegen, folgt <limK f - — Nach Induktionsvoraussetzung liesitzt 
eine Orthornornialliasis. die aus lauter Eigenvektoren l)esteht. Diese Ba- 
sis ergibt zusanmien mit u die gesuclite Orthononualbaals von V, die aus 
Eigenvektoren von / besteht. □ 

Anwendungen des Spektralsatzes sind neue Aussagen über die Dia^nsr 
lisierbarkeit von Matrizen und die Ibmi taelisentransfonnaticon. Bevor wir 
darauf eing^en, rechnen wir noch ein Beispiel zimi Spektralsatz. 



{v G V I {v, w) = 0 Vw G U}. 
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Beispiel. 

Sei / : — ' RK {n.b.r) i — ■ (n - 2c,Ü.-2n | 4r) . und sei K'"* mit, 
dcMU St aii'lanlskalarpn ir Inkt V('rsi.'liini. Zoigi«. i las> / scll istai Ijnngicrt ist. 
und konstruiere eine ürtlionornialbatiiis von iR die auü Eigenvektoren von 
/ besteht. 



• Es ist / selbstadjungiert, denn es ist 

/(i,o,o) = (1,0,-2) /i 0 

/(0,1,0) = (0,0,0) also A:=M%if) = 
/(0, 0,1) = (-2, 0,4) 

eine synunetrische Matrix, vgl. 9.10, 



/l 0 -2\ 
0 0 0 ) 
V-2 0 4j 



• Wir zerlegt n das diarakteristisdie Polynom det(j4 — zEs) in Linear- 
faktoren. £s ist 



det(A - xEs) = det 0 -x 0 = (1 - a?)(-a;)(4 -x)-\-4x 

\-2 0 i-xj 

= -a^ + ^ = x^{5 - x) 
=^ 5 ist ein dnfacher und 0 ist zweifadier Eigesxmact von /. 
• Bestinune jeweils eine Basis der Eigenräume 

Vs = kem(/ — 5 id) und Vq = kern / 

A = 5: Es ist 

_2 
ü 





c = —2a und 6=0 

also bildet vi = (1, 0, —2) eine Basis von V5 
A = 0: Es ist 





o = 2c und b ist beliebig 
also bilden V2 = (0, 1, 0) imd vs = (2, 0, 1) eine Basis von Vb = kern/ 
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Für die Basis B= (viy t^, vs) von gilt 

/(ri)= (5,0.-10) = 5j;i 
fM = (n. 0. 0) = Qv, und iMg(/) 
/(r3) = (n.0.0) = Or-.i 

=^ B ist Basis aus Eigenvektoren von /. Es gilt 

{vi,V2> = 10 + 01-20 = 0 
{vuvs) = 1 •2 + 00-21 = 0 

{»2,ü3> = U-2+l Ü + U l-U- 
und 

INII = v'T^^=i 




y Vi 

>• V] 



VqXVs nach 9.11 



llvall = y/ (ü3, va) = VE 

=i-Ui = ;;^(l,0,-2), «2 = (0,1,0), tts- ;;^(2,0,1) 
bilden eine Orthonormalba^ aus Eigeuvektoren. 

9.12 Hermitesche und symmetrische Matrizen 

Definition. 

a) Eine Matrix A € M„xn(R) heißt atfmmetrischy falls ^A= A gilt. 

b) Eme Matrix T € GL„(R) hdfit orihogonal, falls *TT = En gilt. 

c) Eine MalrLx A e M„x„(€) heißt lu rmitesch. falls '.4 = Ä gilt. 

d) Eme Matrix T e GL„{C) heißt unUär, falls ^TT = £„ gilt. 

Korollar. 

a) Sei A e 1\I„X7<(II^) symmetrisch Dann gibt es eine orthogonale Matrix 
T e GL„(IR) so, dass 



^TAT = 



ü 



0\ 



ü 

0 XnJ 
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b) Sej A € Mrix;i(C) hermitesch. Dann gibt es eine %tnitäre Matrix T € 
GLn(C) so, dass 

/Ai 0 ■ . 



*TAT 



0\ 



0 XnJ 



mit Ai, . . . , A„ E R gilt. 

In heidrn Fällen sind Ai A„ die Eigenwerte (mit Vielfachheiten) der 

Standardabbildung / : K" — > K» , ;r i — > Ax . 

Beweis. Sei s das Slaudardskahuprodiikt (vgl. 9.6) und B die Staiidardbar 
sis von V ■- K". Dann ist A = Mfiif ) (vgl. 5.11), und / isl selbstadjungiert 
nnrli Fiomcrknng 9.10. Nach dem Sprkti alsatz 9.11 besitzt V eine Ortho- 
normalbasis B', die aus Eigenvektoren von / besteht. Es folgt 

/Ai 0 0\ 



8.3 



ü 



= T-^AT mit T := Ivlß/(idv') , 



\0 •• 0 A„/ 

wobei Aj,....A„ die Eigenwerte von / sind. Da B. ß' ürtlionornialbasen 
=^ Mp,(.s) = E„ = Mp(.s) ^ F„ = 'TE,J =T \ E.s folgt die 

Behauptung im Fall IK = R. Falls IK = C ist, folgt 
/Ai 0 -.. 0\ 



0 
\0 



•. 0 
0 An/ 



= r Ur = *TAT = 's AS mit S T 



9.13 Hauptachsentransformation 

Zu einer ^\ imiietrisehen Matrix A € M^^ni^) gehört eiue quadratische 
Form (vgl. Bern. 9.2 mid 9.:i) 




(a;i,...,ar„)i4 | j | =: g(^) 
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Es gilt dann q{x) = aiixf -I h Onn^^ +2 ^ oijXiXj (nach 5.2). 

Die Haupiaclisentmmformatiun x i — ♦ Sx ist eine Koordiuatentransfonna- 
tion mit einer orthogonalen Matrix S so, dass die '^gemischten Glieder**, 
das and die Glieder hinter dem Summenzdchen, wegfallen: 

Satz. 

Sei A € M„xn(IR) symmetrisch, und sei f : R" — ► R", x i — > AS, die zu 
A gekörendt SidixUinhihhildung und B die Standardbasis von R". Dann gibt 

es hrznqluh des StaiHiaTdsknlnrprodiilis i nir Orfhonormnlbnsrs C von R", 
die (IIIS lauter Eigenvektoren von f hi stt hi imd folgemh s I» if/ikt: 

L Die Matrix S := M^(id) ist orthogonal, also güt 'S = i\lg(id) = S'K 

2. Sind Ai, . . . , A„ die zu C gehörenden Eigenwerte und ist 

die zu S gehörende Standardabbildung, so gibt es eine quadratische 
Fbrm qc : R" — * R mit der Eigenschaft: 

stJ-'j = ^c{y) = Ai2/{ + • • + Xnvi ' 

Beweis. Da A = Mf(/) sjmmetriBch ist, besitzt K" nach 9.1(1, 9.11 eine 
Orthonormalba.sis C, die aus Eigenvektoren von / 1» stellt. Es ist M^C/) = 
T~^AT mit T = M^(id) nach 5.9. Bezeichnet das Staudaidskalarprodukt 
von R", so gilt 

En = Mc{s') = *rMß(s') T = 'TT 

da B,C orthouüi-uial bezüglich s' sind. Also ist T orthogonal. Es folgt S := 
Mg(id) = = *r und damit 1. Weiterhin folgtx = 5-'</'= T*/ und also 

5.8 

'•'■| \ /.'/I 

qi3^ = ixu...,Xn)'A \ : = (yi,...,ff„)*T. i4 T 



=- XiVi + • • • + Kyl , da M^(/) 




8.3 



0 
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Geometrische Interpretation für n = 2. Ist Ai > 0 und A2 ^ 0, so 
setze a = und ß = ™»<1 ^ folg* 

Betrachte die „Kurve** 

Im FUl ist F eine Ellipse und im Fall „— " eine Hyperbel. 
Beispiel. 

Mau lülire die Hauptacliüeulimaslürmatiou von A — durdi: 

• Die Eigenwerte von 

/=.»^...(:;)^.(;) = (|) 

sind Ai = ^ und A2 = — |. 

• Dazu geliöreu die uormierteu Eigenvektoreu 

Sei C = («.'1, W2) und ß die Standardbat>ib von K", dann folgt 
wobei 



also 



'r(-),mtr = M?(id)=-L(; -/) 

^ _L M M /^-^A = _L f ■'■1 + -^"2 ^ 
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Probe: 
Es folgt 

Insb^ondere ist X eine Hyperbel. 

Lernerfolgstest . 

• Di<< in <i.l auf einem Körper K definierte Involution ist stets bi- 

jektiv. Warum? 

• Verifizieren Sie die Eigenschaften (i) und (ii) in Bemerkung 9.2. 

• Diskutieren Sie den Spektralsatz 9.11 am Beispiel des NuU-Endo- 

Tiiorpliisnins / : R" • IF"'' . r i • 0. 

• Aulgabcn 49-02, im Autgabcupooi Abschnitt U. 

9.14 Übungsaufgaben 49 - 62 
Aufgabe 49. 

Für V = (xi,a;2,X3,a;4), w = (|/i,|/2i VStVO «us sd 

(v, «') := 3xij/i -I- Zxiyz + Sx^yi + AxsVa + ^4tfs - 

Hierdurch ist eine syTtimtitischf Diltticarfonit s : K'' x (R'* — > IR. (r, w) » 
{v, w) , definiert. Mau bestimme die Matrizen Mß{s) mid Mß'{s) bezüglich 
Basen 

ß= {(1.0. ü.ö). (0.1. Ü.ü). (0.0. l.U). (0,0.0.1)} und 
ß' = {(1.0,0. U), (-1,1.0,0). (0,0, (ü,0,i,-i)} von 
Aufgabe 50. 

Sei V ein euklidischer (R- Vektorraum. Man zeip;e, dn.^s für ii,v,w € V die 
folgenden drei Aussagen gelten, und fertige zu (c) eine Skizze an: 

(a) llv -wf= \\vf + - 2(t;, w) ("Koänussatz") 

(b) llü + tüf -|-|rü-tü||^ = 2||t;||H2||u;|p (-Parallelogiauiuigleidiimg") 

(c) {u-w)±{v-w) ^ \\u-wf + \\v-w\\^=\\u-vf. 
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Aufgabe 51. 

Es mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei^ 





Man hereclnic ilen Ahst/iml ||r: — rj| für /. /' e {1.2. 3. 4} . / < / . Sodann zei- 
ge man. da.ss f'i. r^. ''3. ' 4 ein regelmäßiges Tetraeder mit dem Mittelpvuikt 
0 bilden. .Man ermittle, welche Winkel ^i, t>2, fa, 1^4 miteinander bilden. 

Aufgabe 52. 

Es sei V :— R'^ mit dem SlandanJskalarpn idukl versehen, und es sei U 
der von den Vektoren (2, 1, Ü, 3), (4, 2, 1 , - 1 j, (1, Ü, 2, - 13) erzeugte Un- 
tervektorraum von V. Man bestimme ^e Basis des zu U orthogoncden 
Untervektorrauma U-^ :={v€K|t;J.ttVit€ U}. 

Aufgabe 53. 

Sei y ein euklidisdier oder unitärer K- Vektorraum. Für v, w € V, v 7^ 0, 
zeige man: Es gibt genau dnen Vektor u € V und genau ein A E DC derart, 
dass gilt: w = Av + u und u±v. Hierbei ist A = . Man fertige vor der 

Beweisführuiiji; eine Ski/ " - ti 

(Av heißt die orthogonale Projektion von w auf die Gerade IKv .) 
Auijgabe 54. 

Es sden IR^ und R'^ jeweils mit dem Standardskalarprodukt v^sehen. 

(a) Man ergänze ui = ^, ^) zu einer Orthonormalbasis von R^. 

(b) Man ergänze u\ = (5, 5, 5, 5), «2 = (-5, 5> ~5» 5) zu einer Orthonor- 
malbasis von IR'^. 

Aufgabe 55. 

Es sei mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei 17 der von 
den Vektoren vi = (-3, -3,3,3), »2 = (-5, -5,7,7) und V3 = (4, -2,0,6) 
erzeugte Teilraum von R'*. Man benutze das SCHMiDTsdu- Ort h< »normali- 
sierungsver fahren zur Konstruktion einer Orthonormalbasis von U. 

Au%abe 56. 

(a) Man zeige: Vektoren vi 7»^ 0 , . . . , v„ 7^ 0 in einem euklidischen R- 
Vektorraum mit der Eigens«diaft i'i-Li'j V / ^ j sind lineai- uiial »hängig, und 
für jeden Vektor v aus dem von fi, . . . , i;„ erzeugten Teihaum gilt: 



V 



{vuVi} ^ <Vn,t>n) 
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(b) Es sei versehen mit dem Standaidskalaxprodukt. Man kcmstruiere 

mit Hilfe des Sc:iiMi[)T.schen OrthonormalisieTungsverfahreiis dne Ortho- 
normalbasis für den Teilraum U = { (»i, X2,xs) € | ari + 2x2 + 3a:3 = 0 } 
und bestimme eine Basis von 

Aufgabe 57. 

Es sei R^ mit dem Standardskalarprodukt versehen, und es sei 

/ : — » , (a, 6, c) i — * (3a - c, 2b, -a + 3c) 

(a) Man zeige, dass / selbstadjungiert ist. 

(b) Mau konstruiere eine Orthonormalbasis von K"*, die aus Eigeuvektoren 
von / besteht. 

Aufgabe 58. 

Et> bei R * mit dem Slaiidmdi.kuluiprudukl verseilen, uud es sei 

/:R^ — »R*, (o,6,c)i— » (4o-26,-2o + 36 + 2c,26 + 2c) 

(a) Man zeige, dass / selbstadjungiert ist. 

(b) Man kunstrui(n-e eine Orthonormalbasis von R^, die aus Eigenvektoren 
von / besteht. 

Au%abe 59. 

Es sei i4 = ^ € M2x2(R)- Man führe die Hauptachsentransformation 

von ..4 durch. 

Aufgabe 60. 

48 Gl ] ^ M2x2(l^)- Man fähre die Hauptachsentrans- 
foimati(xi von A duidi und fertige eine Skizze an. 

Aufgabe 61. 

Es sei A = W ^2 g ) ^ M2x2(l^)- Man fOhre die Hauptachsentransfor- 
mation von A durch und fertige eine Skizze an. 

Aufgabe 62. 

Es sei i4 = ^ ^ ' j 6 M2x2(R)> Man führe die Hauptachsen- 

transformation von A durch und fertige eine Skizze an. 
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10 Orthogonale und unitäre Abbildungen 

Lernziel. 

Fertigkeiten ; Drehungen und Spiegelungen zu beschreiben 
Kenntnisse: Matrizoigruppen GL,, . 0„ . L'„,SL„,SO„,SUn) 
Eigenschaften orthogonaler und unitärer Endomorphbmen 

10.1 Metrische Abbildungen 

Sei zuiuif-hst A' ein heliohigcr Kcirpor. CJegeben scicMi /v-V^oktonänmc V 
und U', die bezüglich dersselben üivolutiou : A' — » A', q i — > q, jeweils 
mit einer Metrik sy iV xV — » K auf V und sw - W xW — ► Ä" auf W 
(gemäß 9.2) ausgestattet seien. 

Definition. 

1. Eine A'-lineare Abbildung / : V — > W heißt metrisch oder Metrik 
erhaltend, falls gilt: 



8v{v,v') = sw{f{v),fW)) Vv, v' € V 



2. Eine A'-lineare AlibiMiiny / : V >• 11' heilet fsonirtrie, falls / nie- 

trisch und bijoktiv ist. Wir nennen V xmd II isometrisch^ wenn es 
eine Ihometrie / : V — *■ W gibt. 

10.2 Die Matrix M|(/) einer Isometrie / 

Scitz. 

Seien s : V X V > A', (?', it') i — » ('', «'). f '"'' Metrik, f : V 

Automorphismus, B = (fi,...,ün) eine Basis von V und T : 
Dann yt/t 

/ ist eine Isometrie *rM|j(«)T = Mö(ä) 



Beweis. Da / ein Autoniorpliisnms ist. ist B' ;= if{ri).- ..,f{vn)) eine 
Ba.sis von V nach Aufgabe 20. Dann gilt M^(/) = Mß/(id) nach 5.4 und 
also '2'Mß(5) r = Uß'is) nach 9.3 und 9.4. Nim folgt 

/ ist eme Isometrie ^4=^ Ugis) = Uß,{s) *TUg{s)T = Mgis) . 

□ 
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10.3 Lineare Gruppen 

Wir stellen zunächst den Begriff einer Untergruijpe bereit. Eine Teilmenge 
H einer Gruppe G hea&t Untergruppe von (?, falls e € H und aob € H 
sowie € i? für alle a, 6 € gilt. 

Sei V ein n-dimensionaler üf- Vektorraum, und sei « : V x V — ► Ä", 
(v, w) I — * (v, w), eine Metrik auf V. Nadi Satz 5.7 ist die Abbildung 

Mg : Aut(V) GL„(A J, / ^ Mg(/) 

für jede Basis B von V ein Isomorphismus von Gruppen. Im Hinblick auf 

1U.2 betrachten wir in Aut(F) die Untergruppe Aut(V',s) aller Isometrien 
/ : V — * und in GLn{K) die Unterguppe 



I GL„(A, s) := {T € GL„(A') | 'T Mg(s) T ^ Mg(g)} 
Dann erhalten wir nach 10.2 einen Isomorphismus von Gruppen 
Mg:Aut(K,s)^GL„(A:,a), / Mg(/) 

Beispiele. 

1. Definiert man eine Metrik s : x — > R durch die ]VIatrix (vgl. 
Satz 9.3) 

(1 0 0 0 \ 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0-1/ 

so ist 8 eine symmetrische Bilinearform, die nicht positiv definit ist. 
Es ist 8{sc,y) = xipi + .T2J/2 + xsps — 0^X4^/4 die in der Physik wich- 
tige Lorentzform (auff:;cf;i.sst ;ils "Ranni Zeit"). Die Zoitcinlieit ist so 
gewählt, dasis c 1 für du- Lichtgeschwindigkeit c gilt. Die Gruppe 
GL4(R, ä) ist die Lurtntztjj uppt 

03.i(R) := {T € GL„(R) I 'TE3,iT = £3,1} 



2. Sei V euklidischer IR- Vektorraum und B = (ui,...«Un) eme Ortho- 
normalbasis von V (vgl. 9.9). Dann ist Mg(s) = En , und die Gruppe 
GLn(Rt b) ist die orthogoruUe Gruppe 



On(R) := {r e GL„(R) | 'TT = £„} 
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Sehr wichtig ist auch nodi die folgende Untergruppe von On (R), die 
spezielle orÖwgoTuUe Gruppe genannt wird, 

|SOn(IR) :^ {r € Qn(Rj 1 detr = 1} 

3. Aiiali >,t;: Sd V imitärer C-WktoiTniim tiiul B = //„) eine Or- 

thouoimalbasiis vou V. Danii ist GLn(C,5) die unitäre Gruppe 



u„(Cj:={rGc;L„(C)|''ii e^} 



und die spezielle unitäre Gruppe ist definiert als 



SUn(C) := {T € U„(C) I detT = 1} 



In Übereinstimmung mit Definition 9.12 wird eine Matrix aus On(IR) ortho- 
goiial imd eine Matrix aus Un(C) umtär genannt. Für eine unitäre Matrix 
Tgüt 

Jdeirp = (detr)-(d^) = (det'r)-(detT) = detCr-T) = deL£„ = i 
1.1 7.7 7,8 B.C»- 

und also | det T| = 1 . Für eine orthogonale Matrix T gilt analog dot T = ±L 

10.4 Bestimmung der orthogonalen 2 x 2-Matrizen 

Wir gelu'ü liierl)ei von eiiit>ni I)eliebigen Gvmidkörper Ä" aus und nennen 
eine Matrix T e M2>;2(A') or thofional falls ^TT = E2 gilt. Seien a,ö € A' 
mit a' + b' — l. Dann sind die MHtri^;i'n 



orthogonal d^n: 
und 
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Satz. 

Für Matrizen T € M2x2(Ä^) güt 



T orthogonal 



Beweis. 



sidie ob^ 



Es ist T = ^ mit a, b,c,d^ K und 

t _(a c\(a b\ _( f c" ab f cd\ _ (\ ()\ 
^^~\h d)\c d)~\ah-\-cd y^+^J~\0 l) 

also + = 1, 6^ + = 1 und ab + cd = ü. 

1. M a 5^ 0. Dann ist 6 = ^ 1 = 6^ + ^2 ^ ^ (^2 ^ ^2) 



(dH-a)(d-a) =0 



2. Eall a = 0. Dann ist = 1 



d = ±a =^ b = 
► c=±l 



c falls d = a 
c falls d = — a 

d=0,da,ab-\-cd=0 



10.5 Orthogonale und unitSre Endomorphismen 

Sei V' ein A'-Vektori ciuni, der mit einer Metrik ( , ) verseilen j>ei, inul sei 
/ : V — > V eine metiisdie Abbildung. Ist ( , ) eine symmetrische Bi- 
linearform, so nennt man / auch eine orthogonale Abbildung oder einen 

orthogonalen Eiidomorphismus . Ist V ein imitärer C-Vektorranm und ( , ) 
i'iii Sklnrpr« xlukt auf V (v<;l. 9.5). so nennt man / an<-h cino iinifäre Ab- 
bild utti/ oiliT fiiicii tinitäii II Eiuhmorphismus. Die Sprechweiseu sind aber 
nic lil l iulieitiich in der Lileratm*. 

Bemerkung. 

Seien V ein t>uklis(li<'r oder uuitäriT 1K-V<'kt< »rraiuii, / : V ' V fin (irtlio- 

gonaler oder uuitärer Endomürphiümiis und \\v\\ :— y/'{v,v) die Länge von 
V € V (vgl. 9.7). Dann gelten: 

WMW - M für alle v e V 

2. / ist ii]|jekliv. Insbesondere ist / eine Isometrie, wenn V andlich- 
dimensional ist. 



Akalytischb QBOMeratS vnd Linkakk Auiüiiha 1, U.>jivKHi>nAT GörriNuEir 2001/3006 



Copyrighted matBrial 



10.5 Orthogonale und unitäre Endomorphismen 



149 



3. kt A € K Eigenwert von /, so gilt |A| = 1 

Beweis. 1. folgt uacli Voraussetzuug über /. 

Zu 2.: Ist f{v) = /(v'), so folgt 0 = ||^|| = ||/(t;) - /(t/)|| = \\f{v - v')\\ = 
\\v — und also v = t/ nach 9.5.3. Aus 4.8 folgt nun 2. 

Zu 3.: Ist i; Eigeuvektor zu A, so folgt ||t;j| = |i/(v)|| = ||Av|| =^ |A|||t;|| und 
also |A| = 1, da v ^ ^. □ 

Satz. 

Sei V ein aJtlidiacker oder umtärer K-VeA;torrattm. 

Jede Abbildung f : V — » V, die das Sk^tjnvdukt erhäit, für die also 

(v, w) = {/{v), /(«;)) Vü, u; € V 

gilt, ist K-Unear (und daher orthogonal oderunitär/ 

Beweis. 

1. Setze z := f{v + w) - f{v) - f{iv). Zu zeigen z = 0. 
Für alle u € V gilt 

{zJ(u)) = {J{v I <r)-/(r) -/(«.)./(«)) 

= {/{v -H w), f{u)) - {f(v)Jiu)) - {fiw)J(u)) 

= (v + w,u) — (v, u) — {wy u) nach Vor. 
= 0 nach 9.5 

Es sei U der von der Menge (/(») | u € V } erzeugte Teilrauiii von 
V. Dann ist (c, z') Ü für alle z' € U nach 9.5 Da z e U ist, folgt 
iusbesoudere {z, z) — 0 uiid also 2 = 0 uadi ü.5.3. 

2. Setze analog z := /(Av) - A/(v) fiSr A e K, Für alle « e V gilt 

(2,/(u)) = (/(At-)-A/(r)./(«)) 

= (/(At'),/("))-A{/(r),/(u)) 
= (Av, u) — (Ay, u) — 0 

Wie in 1. folgt nun z = 0. 

□ 
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10.6 Orthogonale und unitäre Matrizen 

Wie in 0.12 definiert, heifit eine Matrix T € GL,t(IR) orthoqowil^ wenn 
*Tr = En, und eme Matrix T € GL„(C) unmr^ wenn *rT = gilt. 

Satz. 

^et V etn etuiZ«cA-i«me«Mtona2er evlf^tadker bzw. umtärer K- Vektorraumf 
B eine Otihonormalbasia von V und f : V — > V ein Endomorpkismus. 
Dann sind folgende Aussagen äquimüent 

1. Der Endomorphismus f ist orthogonal bzw. unitär. 

2. Der Endomorphismus f ist eine Isometrie. 

3. Die Matrix Mf (/) ist orthogonal bzw. unitär. 

Beweis. 1. =i> 2. Dies <^ik nach Bemerkung 10.5.2. 

2. =^ 3. Dies gilt luu h Satz 10.2, da Mß{s) = En iüi jede Orthonormal- 

basis ß von V gilt. 

3. =^ 1. Sei T := Mf (/) orthogonal bzw. unitär. Dann ist Mg(/) € 

GL„(IK), und nach 5.7 folgt / e Axit(V). Da Mß(.s) = E,, mu<] 
'TT - E„ (mit T - r. falls IK R) .ivelton. oroiht 10.2 dass / 

eiue Isometrie imd insbesondere orthogonal bzw. miitäi" ist 

□ 

Beispiel. 

Ist (liniR V — 2. SU eiits]neclieu die orthogonalen Abbildungen / : V — ► V 
bijcktiv den Matrizen der Form 

oder ^ j| mit a, 6 € R und + 6^ = 1 

Drehung, det(J=l Spiegelung, det()= — 1 

(vgl. 10.4 und 10.7, 10.8 unten) 

10.7 Spiegelungen 

Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei v ^ ^ in V fest 
gewählt. Eine Spiegdung beziüglich v ist ein Endomorphismus a : V — ► V 
mit den Eigenschaften 

1. (r(v) = —V 

2. Es gibt einen (// 1 )-rlimensionalen Untervdctorraum U von V so, 
dass (r(v) = u für alle u € (/ gilt. 
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Sats. Sei \\v\\ — 1. Dann ist die Abbildung 

: V — » V, w • — * «' - 2{w, v)v 

eine Spicqclung bezüglich v und eine Isoinctric. Ferner giU a o <t = id. 

Beweis. Wir ergänzen v zu einer Orthonornialh;usis «"•>, .... v„ (vgl. 9.9). 
Sei U der von rj....,»',, aufgespannte l"ntervektorraum von V. Dann ist 
dhufRU = « - 1, und es ist U = (Rv)^ = {u € V \ {u, v) = ()}. Es folgt 
<r(tt) = it für alle u € U. Und es gilt a{v) = —v, da = 1 ist. Damit 
sind die Eigenschaften 1. und 2. erfüllt. Femer erhält <r das Skalarprodukt^ 
denn für alle w, u;' € V gilt (vgl. 9.2 und beadite (v, v) = 1): 

tr{v)')) = {w — 2(w, v)v, «/ — 2{w', v)t7) 

— {w, w') - 2{w', v) {w, v) — 2(iü, v){v, w') H- 4{w, v) {w\ v) 
= {w,w') 

Albo ist (T eine R-lineare Al)bildnng nach Satz 10.5 imd daher orthogonal. 
Nach 10.6 ist a eine Lsonietrie. E.s ist 

a{a{w)) = (t{iv — 2(ir. r)v) 

— (t{iv) — 2(«*, r) a{r) da a R-liuear 
= </ - 2!(/'. t')t; + 2{Wy V)v, da a{v) = —v 
= w Vu; G V 

□ 

Beispiel: Sei V = IR- und (, ) das Standardskidarprodukt , Daun ist [' = 
(Ri;)-'- eine Gerade. Für || <'|| — 1 ist w • — > (u;, t')t' die orÜiogonalt Projektion 
von tu auf Ru (vgl. Aufgabe 53). 




U 



Abbildung 19: orthogonale Projektion von tu auf Rv 
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Sei nun V euklidisch und dixn^ V = 2. Es sei B — (ui,ti2) eine Orthonor- 
malbasis von V und / : V — * V orthogonal. 

Behauptung. 

Ist Mßif) — mit + 6* = 1 , so ist / eine Spiegelung bezüglich 

eines v e \ ' mit ||( || 1, und es gilt f{w) = w — 2(iji;,i;)t; füi' alle w € V. 

Beweis. 1. Fall </ 1 6 = 0. 

Fiir <li<* Spie^^elung er : V — > V. w i — *■ w — 2{ti;, 112)^2 bezüglich ^2 

i^ili o{a]_) — «1 und (t(«2) = —"2) also 

^bW) = (i = ^ a = / nach 10.3 

2. Fall a ^ 1 =^ a = -1 od«: |a| < 1 , da 0^+6^ = 1. Setze v = owi H-/?«2 
mit a = und /? = 5^. Es folgt 

. o «2 1 — o ft^ 1 - a 6^ 



2 4a2 2 2(1 -o) 

^ (1 - a)> + fe^ ^ 1 - 2a + + 6- ^ 
2(1 -a) " 2 -2a 

Sei (7 : r — ' V, w • — > w — 2{w, v) v . die Spiegelung an der Geraden 
(Rv)-'-. Aüt Hilfe von (ui, v) = a und {u2> v) = ^ ergibt sich 

tr(tti) = «1 — 2o!(a!Ui + ßu2) = ui — 2o!^«i — 2aßu2 
= (1 — 1 -|- a)ui + fcU2 = OUi + fcU2 



und 



<T(t*2) = ti2 — 2/?(o»i + ;9«2) = «2 — 2/3^«2 ~" 2a/(?«i 

= 11- z J «2 + bUi ^ «2 + OUi 

\ 1 — aj 1 — a 

-«2 + bui , da 1 — 6^ = 



1 - a 
- - n) 
l-a 



t*2 + ^1 = &ui — au2 



MS('^) = J*^) = Mg(/) a = / nach 10.3 
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10.8 Drehungen von 

Wir veiseh«! mit dem Staadar dskalarprodukt, imd es sei J3 die Stan- 
dardbasis von R^. Sei / : — *■ R^ eine orthogonale, orientierungserhal- 
tende Abbildung. Dann ist det / > 0 nach Bemerkung 7.14, und also gilt 

M|(/) = mit «2 + 62 = 1 nach 10.4 und 10.6. 

Es gibt nun genau dn <p € [0, 2t[ mit 



a = cos < 



und b — t 



sin if , 



und die Matrix 



iK'srhreibt per Standardabbildung eine Drehung von IR^ tun 0 mit dem 
Drehwinkel <p (gegen die Uhrzei^ei-sitm), wie mau sieht, wenn man v € R^ 



in Polarkoordinaten 



cos a\ 

mi 

r sin a J 



mit r e R"*" und 0 < a < 2ir schreibt. 




Abbildung 20: Polarkoordinat^ 



Es ist 



— f^^'P — aiiiT^-X // cu!>«\ _ // (cosy cosof — sin^ sina)\ 

~ \^sin^ coe^ J \^rsina^ ~ yr(8in^ cosa + cosy> sina)y 

Cr cos(a + (p)\ 
rsin(a + v?)/ 



nach Addiliüiiülheoremeu 



Ergebnis: Die Drrhnn^on von um den Nullpunkt sind dio orthogona- 
len Abbildungen / : iR" — ^ R- mit det / = 1. Für i4 6 M2x2tlR) gilt 



A beschreibt eine Drehung per Standardabbildung A € S02(IR) 
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10.9 Fixpunkte orthogonaler Abbildungen 

Sei V ein n^dimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei Tß eine Ortho- 
normalbasis von V (vgl. 9.9). 

Lemma. 

^et n — diniR V ungerade und f : V — » V orÜiogomd. Ist A := (/) in 
SOn(R), dann ist det(i4 — En) = 0. Insbesondere besitzt f den Eigeimert 
1, und f hat einen Fixpunkt vi ^ 0. 

Beweis. Es ist 

dei{A - En) = det U det(^ - weil 1 = det A =^ det 'A 

= det('i4(i4 — En))i weU det multiplikativ nach 7.8 

= det(£„ — *A)f weil A orthogonal nach 10.6 

= det{\En — A))), da IVansponieren additiv und *En = En 

= det(-(i4 - En)) nach 7.7 

= (—1)" det(i4 — En) durch n-maliges Anwenden von 7.2b) 
= — det(j4 —£'„)€ R, da n nno;oradp 

Hiomus folgt dot(.l — F„) = 0. Also hat / den Kigonwert 1 narli 8.6, und 
gil)t einen Vektor ri / 0 mit /(t'i) = vi nach 8.2. insbesondere ist vi 
ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. □ 

10.10 Drehungen von IR* 

wir verseilen K" mit dem Sttindardskalarprodukt. Für v, w 6 R" sei ||'y— 
der Abstand zwischen v mid w. 

Definition. 

Eine Bewegung von R" ist eine Abbildung / : R" — * R" so, dass 

\\v-w\\ = \\f{v)-f{w)\\ Vv.weR" 
gilt, und also eine abstandserhaltende Abbildung. 
Lemma. 

Jede Bewegung von R", dir den ,\idlpiinkt fcstiässt. tst orÜiogonal. 
Beweis. Sei / eine Bewegung von R" mit /(O) = 0. Daun gilt 

II» - = {v-w,v- w) = (v, v) + (w, w> - 2<v, w) 

= \\vf^-\\wt-2{v,w) 
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und analog 

11/(1^) - /("Oll' = ll/(")ll' + ll/("OII' - KfVhfM) 

= ||/('') - /m' + ll/("') - f{^)f - Kf(r). fiw)) 
= jjtr - Of + \\w - U||- - 2{f{v)J{w)), da / Bewegung 
= lkll' + IHl'-2(/H,/(u;)) 

Da \\v-wf = - f{w)f gUt, folgt {vM = (/(v),/M> Vt;,w € R". 
und nadi Satz 10.5 ist / dann audi R-linear. □ 

Sei nun n = 3 und / : — *■ R^ eine Drehung um den Nullpunkt. Dann 
ist / eine abfitandserhaltende Abbildung, die 6 festlässt, und also nach dem 

Lemma eine orthogonal' AM äl' hing. Ferner lässt / einen Vektor vq ^ 0 
ft^t. Dit ser definiert <lie Drehachse, und auf der Ebene U senkrecht zu vq 
wirkt / wie eine Drehimg. 




Abbildung 21: Untervektorramn U 



Satz. 

Dif Drehungen von ^'^ um den Nullpunkt sind die orthogon^n Abbildungen 
/ : — mit det/ = 1. Für A e M3x3(R) güt 



A htschreibi eine Drehung per Standardabbildung •<=^ A € S03(R) 



Beweis. Sei B' die Staiidan 11 );isis von IR und sei mit dem Standard- 
ökalari)i(><liikt \-erbehen. Es i.st dann ß' eine Ortlii)n<>nnall)a!>iö von R^. 

Ist / : R-^ — - R'' eine Dreliunt^ um den Nnlli)nnkt 
=^ / ist urlhuj^unal (naeh dem Lennna oben) 
=^ A:= Mg(/) e Ü3(R) (nat.-h iU.Ü) 
=^deti4 = ±l (vgl.10.3.2) 

detil = 1, da / = id füi- den Drehwinkel 0 gilt und die Determi- 
nante stetig vom Dreliwinkel abhängt. 
=^A = Mg:(/) € S03(R) 
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„^** Sei .4 G S03(IR), uiirl s.'i / — » IR^ die zu A gchörendo Stnndard- 
abhildnng. Dann gilt .1 = Mß,(/). und / ist orthogonal nach 10.6. 
Da / R-lincar ist. gilt /(()) = 0. Nacli 10.9 hat / anrli cmcu Fixpinikt 
rrj ^ (Tin R^, also /(/•,,) = fp. Sei U := (Rr,:)^ dir KIhmi«' durch (t, 
die senkrecht zu Vq ist. Dmni ist U ein /-iiivariaiiLer Lutcrvektorraum 
von R^, d.h. /(u) GViu^U, denn für wlro gilt 

0 = (ti,t;o> , = {f{u),f{vo)) = {f{u),vo) also f{u)±vo Vu € 1/ 
/ Orth. 

Wir zeigen nun, dass f\u:U — * U wie eine Drehung wirkt. Dies 

oiTcichcn wir durch geeignet on Rasiswech.sel. Wir konstruieren eine 
Orthonormalbasis B von DR^ so, dass die Matrix C := M^(/) die Form 

/l 0 0 \ 
C7 = I 0 cos (p — sin I 
\0 sin^ oosf^ / 

hat und als<i eine Drehung von R'^ mit Drehwinkel .f per Slandar- 
dahhildiuig zu C l)e.schreil>t, wobei ci — (l,ü, 0) auf der Drchach.sc 
liegt. 



Konstruktion von B: Sei ci := -^^^ — h- wählen 

gemäß 9.9 eine Orthouormalbasis 2? := {f2, i'3j von U. Daim ist B := 
{vi,V2iV3} ist eine Orthonormalbasis von IR^, da vi±U. 
Es ist f{vi) = Vi, da mit vq auch vi ein I^punkt ist. Da f{u) € U 
für alle u^U ^t, gibt es A2, A3, /ua, /13 € R mit 

fivo) — \2V2 + A3t'3 

Daher gilt 

C:-Mg(/)=^Ö l ^Ij U..J D:-MS(/|.)- (j^ 

und aiis 10.6 folgt, dass C und D orthogonal sind. Da A = Mg'(/) 

gilt, ist A = T-^CT mit T = Mg/(id). Es folgt 
5.9 

1 = det^l = dctC = 1 detZ; 
Vor. 7,8 7.4 
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aJso C € S03(R) und D € S02(R). Nach 10.8 ist dalier 

^ ^ / ros - sin 

Mit C beschrdbt auch A = T~^CT eine Drehung von IR^ um Ü per 
Standardabbildung. Der Vektor vi liegt auf der Drehachse, der Dreh- 
winkel (p wird auf der zu vi senkrechten Ebene U goniosscn und zwar 
gegen den Uhrzeigerann, wenn man von vi aus auf die Ebene U sieht. 

□ 



Im Hinblick auf 10.8 und Satz 10.9 nennt man die Gruppen S02(IR) und 
S03(R) auch Drehgruppen. 



Lernerfolgstest. 

• Ist die Umkeluabbilduug eiuer läometrie eine metrische Abbil- 
dung? 

• Wieso ist die in 10.3 definierte Menge Aut(V, a) eSme Untergruppe 

von Aiit(V^) ? 

• Was ist die inverse Matrix T ' einer nnitäien Matrix T ? 

• Wieso ist die in 10.3 delinierte Menge GL,, (/v, fi) eine Untergruppe 
von GLn(iiC) ? 

• Welche Aussage können Sie Ober die Determinante einer orthogp- 

nalcn Mntrix sowie oiner unitären Matrix machen? 

• Die Matrix S = l sm \ besclureibt per Staudardabbil- 

ysm^ —caatpj 

dnng eine Spiegelung von R^. An welcher Geraden wird gespi^elt? 

Maclu'U Sie v,it-h die geometrische Bedeutniit!; klar. 

• Aufgaben Ü3-Ö8, im Aulgabenpool Absclmitt iÜ. 



10.11 Übungsaufgaben 63-68 

Aufgabe 63. 

Sei A 6 M:2x:i(K) eine Matrix mit lauter powitiven Einträgen, mid sei / : 
R^ — > R^ die zugeliörige Standardabbildung. Man zeige: 

(a) / hat zwei versdiiedene reelle Eigenwerte. 

(b) Der größere Eigenwert besitzt ein^ Eigenvektor, der im ersten Qua- 
dranten liei;t und der kleinere einen Eigenvektor, der im zweiten Qua- 
dranten liegt. 
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Angabe 64. 

Man bringe die reelle Drehmatrix ( ^ ) in M2x2(C) auf Diago- 

\sin(p coaifi J 

nalüest alt . 



Aufgabe 65. 

Sei V (An en<lli( li-fliuieiisionaler t'uklidisclu'r N eklorrauin und /' : — * V 
eine orthogonale Ahbildxmg mit Detenninaute det(/) = — 1. Mmi zeige, 
dass —1 Eigenwert von / ist. 

Definition. 

Eine syurnietrihclie Matrix A € Wnxn(K) lieilit positiv dejimt, weim 




für jeden Vektor {fii, . . . , fin) ^ aus R** gilt. 
Aufgabe 66. 

Sei V ein i>dimensionaler euklidischer Vektorraum, und sei f : V — > V 

seil isla Ijungiert. Man zeige, dass folgende Bedingungen äquivalent sind. 

(a) Alle Eigenwerte von / sind > ü . 

(b) Für jeden Vektor r ^ 0 an.s V ist > ü. 

(c) Die Matrix Mß{f) ist positiv deüiiit. 

Aufgabe 67. 

Man tmtersuche, welche der folgenden reellen Matrizen positiv deäuit sind. 

-(;:) -(■.-,■). -e:). "■();■) 

Aufgabe 68. 

Sei V ein 2-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist eine Spiegelung 
von V eine orthogonale Abbildung V — > V, deren Determinante gleich —1 

ist. 

Man zeige, dass eine R-lineare Alihildrnig / : V — • V' geium dann eine 
Spiegi lnng ist, wenn f die Eigenwerti* 1 luid —1 hat und die zugehörigen 
Eigenvektoren senkrecht aufeinander stellen. 
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